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Аннотация
Внешние биллиарды были введены Б. Нойманном в 50-х годах ХХ века и стали попу-
лярны в 70-х благодаря Ю. Мозеру, который рассматривал внешний, или двойственный,
биллиард как игрушечную модель небесной механики. Задача об устойчивости Солнечной
системы обладает тем свойством, что "легко выписать n уравнений движения частиц, но
сложно понять это движение интуитивно"; в связи с этим, Мозер предложил рассмот-
реть ранее поставленную Б. Нойманном задачу внешнего биллиарда, обладающую тем же
свойством.
Одним из классических примеров динамической систем является внешний биллиард
вне правильного 𝑛-угольника; в частности, с ним связаны проблемы существования апе-
риодической траектории, а также полноты периодических точек. Эти проблемы решены
лишь для ограниченного количества частных случаев.
При 𝑛 = 3, 4, 6 стол является решеточным, и, как следствие, апериодических точек
нет, а периодические точки образуют множество полной меры. В 1993 году, С. Табачни-
кову удалось найти апериодическую точку в случае правильного пятиугольника; сделано
это было с помощью ренормализационной схемы - метода, имеющего фундаментальное
значение при исследовании самоподобных динамических систем.
По мнению Р. Шварца, следующими по сложности являются случаи n = 10,8,12; в этих
случаях, а также в случае 𝑛 = 5 для внешнего биллиарда удается построить ренормализа-
ционную схему, которая, как пишет Шварц, “позволяет дать (как минимум, в принципе)
полное описание того, что происходит”.
Позже, автору удалось обнаружить самоподобные структуры и построить ренормали-
зационную схему для случаев правильных восьми- и двенадцатиугольника.
Данная же статья посвящена внешнему биллиарду вне правильного десятиугольника.
Доказано существование апериодической орбиты для внешнего биллиарда вне правильного
десятиугольника, а также, что почти все траектории такого внешнего биллиарда являются
периодическими; явно выписаны все возможные периоды. В основе работы лежит клас-
сическая технология поиска и исследования ренормализационной схемы. Возникающие в
случае 𝑛 = 10 периодические структуры похожи на периодические структуры в случае
𝑛 = 5, но все же имеют свои особенности.
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Abstract
Outer billiards were introduced by B. Neumann in 1950s and became popular in 1970s due
to J. Moser; Moser considered outer, or dual, billiard as toy model of celestial mechanics. The
problem of stability of the Solar system has such a property that “it’s easy to write 𝑛 equations
of particles motion down but hard to understand this motion intuitively”; according to this,
Moser suggested to consider Neumann’s outer billiard problem which has the same property.
One of classical examples of dynamical systems is an outer billiard outside regular 𝑛-gon; in
particular, this billiard is connected with problems of existence of aperiodic trajectory and of
fullness of periodic points. These problems resolved only for a few number of a special cases.
In case 𝑛 = 3, 4, 6 table is a lattice polygon; as a consequence, there are no aperiodic points,
and periodic points form a set of full measure. In 1993, S. Tabachnikov was managed to find an
aperiodic points in case of regual pentagon; it was done using renomalization scheme — method
which has a fundamental importance in research of self-similar dynamical systems.
According to R. Schwartz, cases which are next by complexity are 𝑛 = 10, 8, 12; in these
cases, and also in case 𝑛 = 5, it’s possible to build a renomalization scheme which, as R. Scwartz
writes, “allows one to give (at least in principle) a complete description of what is going on.”
Later, author was managed to discover self-similar sturctures and build renormalization
scheme for cases of regular octagon and dodecagon.
This article is devoted to outer billiard outside regular decagon. The existence of an aperiodic
orbit for an outer billiard outside a regular octagon is proved. Additionally, almost all orbits of
such an outer billiard are proved to be periodic. All possible periods are explicitly listed. The
work is based on classical technology of search and research of renormalization scheme. Periodic
structures which occur in case 𝑛 = 10 are similar to periodic structures in case 𝑛 = 5, but has
their own features.
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1. Введение
Пусть 𝛾 — выпуклая фигура на плоскости R2, а 𝑝 — точка вне ее. Проведем правую отно-
сительно 𝑝 касательную к 𝛾; определим 𝑇𝑝 ≡ 𝑇 (𝑝) как точку, симметричную 𝑝 относительно
точки касания.
Определение 1. Отображение 𝑇 называется внешним биллиардом; фигура 𝛾 называ-
ется столом внешнего биллиарда.
Обратным к такому преобразованию является «левый» внешний биллиард; будем обозна-
чать его как 𝑇−1.
Определение 2. Точку 𝑝 ∈ R2∖𝛾 назовем периодической, если существует такое нату-
ральное 𝑛, что 𝑇𝑛𝑝 = 𝑝; минимальное такое 𝑛 назовем периодом точки 𝑝 и обозначим как
𝑝𝑒𝑟(𝑝).
Определение 3. Точку 𝑝 ∈ R2∖𝛾 назовем апериодической, если она — не периодическая,
а ее траектория бесконечна в две стороны.
Определение 4. Точку 𝑝 ∈ R2∖𝛾 назовем граничной, если 𝑇𝑛𝑝 не определено для неко-
торого 𝑛 ∈ Z.
В данной статье будем полагать, что 𝛾 — выпуклый многоугольник.
Внешние биллиарды были введены Бернардом Нойманном в 1950-х годах и стали попу-
лярны в 1970-х благодаря Ю.Мозеру [4]. Внешние биллиарды исследовались рядом авторов
(см. например, [3], [5], [6], [14], [15], [16], а также монографию [8]). Так, Р. Шварц [5] показал,
что траектория начальной точки может быть неограниченной, тем самым разрешив вопрос
Мозера – Нойманна, поставленный в [4].
В центре нашего внимания находятся следующие открытые в общем случае проблемы пе-
риодичности:
(i) Существует ли апериодическая точка для внешнего биллиарда вне правильного 𝑛-
угольника?
(ii) Верно ли, что периодические точки образуют вне стола множество полной меры для
внешнего биллиарда вне правильного 𝑛-угольника?
Cлучаи 𝑛 = 3, 4, 6 являются решеточными и тривиальными; в этих случаях, апериодиче-
ской точки нет, а периодические точки, как следствие, образуют множество полной меры. По
мнению Р. Шварца, следующими по сложности исследования являются случаи 𝑛 = 5, 10, 8, 12,
ибо, по-видимому, только в этих случаях имеют место самоподобные структуры. С. Л. Табач-
ников в [3] в деталях исследовал случай 𝑛 = 5 - для них апериодические точки существуют,
но их мера равна нулю. В дальнейшем правильный пятиугольник и связанная с ним симво-
лическая динамика подробно исследовались в работе N.Bedaride и J.Cassaigne [7] (см. также
их монографию [10]).
В статье [1] в деталях рассматривается внешний биллиард для случая 𝑛 = 8, а в статье [2]
— для случая 𝑛 = 12. В данной же статье исследуется случай 𝑛 = 10. Этот случай похож на
случай 𝑛 = 5; связь между ними была доказана в [7]. Однако возникающие в случае 𝑛 = 10
периодические структуры, хоть и похожи на периодические структуры в случае 𝑛 = 5, все
же имеют свои особенности. Вследствие этого, детальное описание случая 𝑛 = 10 видится
необходимым.
Основным результатом данной работы являются следующие теоремы.
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Теорема 1. Для внешнего биллиарда вне правильного десятиугольника существует апе-
риодическая точка.
Теорема 2. В случае внешнего биллиарда вне правильного десятиугольника, периодиче-
ские точки образуют вне стола множество полной меры.
Теорема 3. Пусть
𝐵2 = {5
7
(6𝑙+2 − (−1)𝑙), 5
7
(9 * 6𝑙+1 + 2 * (−1)𝑙), 20 * 6𝑙, 30, 90 * 6𝑙, 10, 5,
20
7
((78 + 120𝑘) * 6𝑙 − (𝑘 + 1) * (−1)𝑙), 5
7
((276 + 240𝑘) * 6𝑙 − (2𝑘 + 3) * (−1)𝑙),
5
7
((234 + 180𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 4) * (−1)𝑙), 5
7
((34 + 40𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 1) * (−1)𝑙),
10
7
((20 + 40𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 2) * (−1)𝑙), 40𝑘 + 70, 5
7
((306 + 180𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 2) * (−1)𝑙),
40𝑘 + 50, 60𝑘 + 40, 30𝑘 + 35, 20𝑘 + 30, 20𝑘 + 20, 10𝑘 + 15,
10
7
(6𝑙+2 − (−1)𝑙),
10
7
((276 + 240𝑘) * 6𝑙 − (2𝑘 + 3) * (−1)𝑙), 10
7
((34 + 40𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 1) * (−1)𝑙),
60𝑘 + 70, 20𝑘 + 30|𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0}.
Тогда 𝐵2 есть множество всевозможных периодов периодических точек для внешнего
биллиарда вне правильного десятиугольника.
2. Внешний биллиард вне многоугольников: базовые определе-
ния и замечания
Во всех числовых индексах данной статьи числа будем подразумевать целыми, если не
сказано обратное.
Введем основные определения, связанные с внешними биллиардами вне выпуклых мно-
гоугольников (здесь мы ссылаемся на [7]). Пусть стол 𝛾 ⊂ R2 есть произвольный выпуклый
𝑛-угольник, 𝑛 ≥ 3. Занумеруем его вершины как 𝐴0𝐴1 . . . 𝐴𝑛−1 против часовой стрелки. Про-
ведем лучи 𝐴1𝐴0, 𝐴2𝐴1, . . . , 𝐴0𝐴𝑛−1; они делят R2∖𝛾 на 𝑛 углов, вершины которых суть
вершины 𝛾; пусть 𝑉𝑖, 0 ≤ 𝑖 < 𝑛, есть один из этих углов с вершиной 𝐴𝑖. На рис. 1 изображен
пример этих обозначений в случае 𝑛 = 5.
Из определения внешнего биллиарда напрямую следует
Лемма 1. Пусть 𝑝 ∈ R2∖𝛾, а 𝑖 ∈ [0, 𝑛). Тогда преобразование 𝑇 для точки 𝑝 опреде-
лено и является центральной симметрией относительно вершины 𝐴𝑖, если и только если
𝑝 ∈ int(𝑉𝑖).
Поймем, как выглядит множество граничных точек.
Лемма 2. Множество граничных точек есть объединение счетного числа открытых
отрезков и лучей.
Доказательство. Если удалить из прямой, являющейся продолжением стороны 𝛾, от-
резок, являющийся стороной 𝛾, то прямая распадется на два открытых луча. Проделаем та-
кую операцию для каждой из 𝑛 сторон; пусть 𝐿 есть множество точек, лежащих на таким
образом полученных 2𝑛 открытых лучах. Очевидно, что множество граничных точек есть
{𝑇 𝑘(𝑝)|𝑝 ∈ 𝐿, 𝑘 ∈ Z}, т.е. результат применения неограниченного числа преобразований 𝑇 и
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Рис. 1: Определение стола 𝛾, вершин и углов 𝑉𝑖
.
𝑇−1 к лучам, образующим 𝐿. Однако заметим, что если 𝑇 (или 𝑇−1) определено для хотя бы
одной точки некоторого отрытого луча или отрезка, то 𝑇 (или 𝑇−1) разделит этот луч или
отрезок лучами 𝐴(𝑖+1) 𝑚𝑜𝑑 𝑛𝐴𝑖, 0 ≤ 𝑖 < 𝑛, на конечное число открытых отрезков и/или лучей,
для каждого из которых 𝑇 (или 𝑇−1) есть центральная симметрия. Тогда для каждого 𝑘 ∈ Z,
𝑇 𝑘(𝐿) есть объединение конечного числа отрезков и лучей, а множество граничных точек есть
объединение счетного числа отрезков и лучей как объединение конечных множеств отрезков
и лучей, QED.
Так прямая, луч и отрезок являются в R2 множествами меры нуль, то из леммы 2 напрямую
следует известный факт, важный ввиду второй проблемы периодичности.
Лемма 3. Множество граничных точек для внешнего биллиарда вне 𝛾 является мно-
жеством меры нуль.
Введем «классическое» для внешнего биллиарда вне правильных многоугольников коди-
рование.
Определение 5. Пусть 𝑝 ∈ R2∖𝛾 — периодическая или апериодическая точка. Тогда
кодом 𝜌(𝑝) ≡ 𝜌𝛾(𝑝) является последовательность (. . . 𝑢−2𝑢−1𝑢0𝑢1𝑢2 . . .), так что
∀𝑖∈Z : 𝑇 𝑖(𝑝)∈ int(𝑉𝑢𝑖).
Определение 6. Пусть 𝑝 ∈ R2∖𝛾 — граничная точка,последовательное применение
внешнего биллиарда 𝑇 может быть выполнено ровно 𝑚 раз, а преобразования 𝑇−1 — 𝑙 раз,
0 ≤ 𝑙,𝑚 ≤ +∞. Тогда код 𝜌(𝑝) = 𝜌𝛾(𝑝) есть последовательность (𝑢𝑖)𝑖∈[−𝑙,𝑚), где 𝑢𝑖 ∈ [0, 𝑛) и
𝑢𝑖 = 𝑘, если и только если 𝑇
𝑖(𝑝) ∈ int(𝑉𝑘).
Также будем обозначать элемент 𝑢𝑖 кода как 𝜌(𝑝)[𝑖], а подпоследовательность 𝑢𝑙𝑢𝑙+1 . . . 𝑢𝑟,
−∞ < 𝑙 ≤ 𝑟 < +∞ — как 𝜌(𝑝)[𝑙, 𝑟].
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Определение 7. Компонентой назовем максимальное по включению множество точек
с одинаковым кодом 𝜌; компоненту, в которой содержится точка 𝑝, обозначим за 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝).
Непосредственно из определений следует
Лемма 4. Пусть точка 𝑝 обладает кодом 𝜌(𝑝) бесконечной длины, равным
. . . 𝑢−2𝑢−1𝑢0𝑢1𝑢2 . . . .
Тогда 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) = ∩
𝑖∈Z
𝑈𝑖, где 𝑈𝑖 есть:
 int(𝑉𝑢0), при 𝑖 = 0;
 𝑇−𝑖(int(𝑉𝑢𝑖) ∩ 𝑇 𝑖(𝑈𝑖−1)), при 𝑖 > 0;
 𝑇−𝑖(int(𝑉𝑢𝑖) ∩ 𝑇 𝑖(𝑈𝑖+1), при 𝑖 < 0.
Отметим, что множество 𝑈𝑖, 𝑖 ∈ Z представляет собой пересечение конечного числа полу-
плоскостей, площадь которого отлична от нуля, но может быть бесконечной. Если пересечение
ограничено, то это пересечение есть выпуклый многоугольник. Неограниченное пересечение
полуплоскостей будем называть бесконечным многоугольником; если же пересечение ограни-
чено, назовем его конечным многоугольником.
Поймем, как выглядит компонента периодической точки.
Лемма 5. Пусть 𝑝 — периодическая точка c периодом 𝑚. Пусть 𝑞 — некоторая точка,
т.ч. определено 𝑇 2𝑚(𝑞), причем 𝜌(𝑝)[0, 2𝑚− 1] = 𝜌(𝑞)[0, 2𝑚− 1]. Тогда:
(i) 𝑞 — периодическая точка с периодом не более чем 2𝑚;
(ii) 𝑞 ∈ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝), т.е. 𝜌(𝑝) = 𝜌(𝑞).
Доказательство. Пусть ?⃗? = 𝑝𝑞. Тогда в силу одинаковости соответствующих частей
кода и по свойствам центральной симметрии 𝑇 𝑘(𝑞) = 𝑇 𝑘(𝑝) + (−1)𝑘?⃗?, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚; в част-
ности, 𝑇 2𝑚(𝑞) = 𝑇 2𝑚(𝑝)+(−1)2𝑚?⃗? = 𝑝+𝑣 = 𝑞. Таким образом, 𝑞 периодична, а последователь-
ность 𝑇 𝑘(𝑞) имеет (возможно, не минимальный) период 2𝑚. Следовательно, 𝜌(𝑞) бесконечен в
обе стороны, имеет период 2𝑚 и, как очевидное следствие, совпадает с 𝜌(𝑝).
Прямым следствием предыдущей леммы является
Лемма 6. Пусть 𝑝 — периодическая точка c периодом 𝑚. Тогда:
 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) = 𝑈2𝑚 (определение множества 𝑈 см. в условии леммы 4);
 все точки 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) периодические, причем каждая из них обладает (возможно, не ми-
нимальным) периодом 2𝑚;
 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) есть открытый, конечный или бесконечный, выпуклый многоугольник, сторо-
ны которого параллельны сторонам 𝛾.
Последнее утверждение леммы 6 очевидно следует из структуры множеств 𝑈𝑖. Понять же
устройство периодической компоненты, т. е. компоненты, содержащей периодическую точку,
в бОльших деталях нам поможет следующая лемма.
Лемма 7. Пусть 𝑝, 𝑞 — две точки вне стола 𝛾, и пусть для некоторого 𝑙 ∈ Z 𝜌(𝑝)𝑙 и
𝜌(𝑞)𝑙 определены, причем 𝜌(𝑝)𝑙 ̸= 𝜌(𝑞)𝑙. Тогда на отрезке 𝑝𝑞 существует граничная точка.
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Доказательство. Докажем лемму для случая 𝑙 ≥ 0 (случай 𝑙 < 0 может быть рассмот-
рен аналогично). Без ограничения общности будем считать, что 𝑙 минимально среди всех под-
ходящих 𝑙. Тогда для любой точки 𝑥 отрезка 𝑝𝑞 𝑇 𝑙(𝑥) определено и является последовательно-
стью центральных симметрий относительно точек 𝐴𝑢0 , 𝐴𝑢1 , ..., 𝐴𝑢𝑙−1 , где . . . 𝑢0𝑢1𝑢2 . . . = 𝜌(𝑝).
По свойствам центральных симметрий, 𝑇 𝑙(𝑝𝑞) есть отрезок 𝑇 𝑙(𝑝)𝑇 𝑙(𝑞). Так как 𝜌(𝑝)𝑙 ̸= 𝜌(𝑞)𝑙,
то 𝑇 𝑙(𝑝) и 𝑇 𝑙(𝑞) лежат в разных углах 𝑉𝑖𝑝 и 𝑉𝑖𝑞 ; следовательно, отрезок 𝑇
𝑙(𝑝)𝑇 𝑙(𝑞) пересекает
границу угла 𝑉𝑖𝑝 (равно как и 𝑉𝑖𝑞) в некоторой точке 𝑦, а точка 𝑥 = 𝑇
−𝑙(𝑦) лежит на отрезке
𝑝𝑞 и является граничной точкой, QED.
Такая лемма дает возможность понять, из чего состоит граница компоненты периодической
точки.
Лемма 8. Пусть 𝑝 — периодическая точка. Тогда 𝜕𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) состоит лишь из граничных
точек (точки самого стола 𝛾 будем также считать граничными).
Доказательство. Рассмотрим точку 𝑞, лежащую на границе 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝). Предположим,
что 𝑞 не является граничной; тогда 𝑞 обладает бесконечным в обе стороны кодом 𝜌(𝑞). Так
как 𝑞 /∈ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝), то 𝜌(𝑝) ̸= 𝜌(𝑞); следовательно, по лемме 7 на отрезке 𝑝𝑞 существует граничная
точка с конечной траекторией. Полученное противоречие с леммой 6 завершает доказатель-
ство.
Лемма 9. Пусть 𝑝 — периодическая точка. Тогда 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) есть конечный многоугольник.
Рис. 2: Сонаправленные лучи, лежащие целиком в одном из секторов
.
Доказательство. Пусть это не так. Тогда по лемме 6 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) есть бесконечный вы-
пуклый многоугольник; следовательно, существует луч 𝑟 с началом в некоторой точке 𝑐 и
направляющим вектором ?⃗?, целиком лежащий внутри 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝).
Из свойств центральной симметрии следует, что 𝑇 2𝑙(𝑟), 𝑙 ∈ Z≥0 есть луч, сонаправленный с
лучом 𝑟. Каждый из лучей 𝑇 2𝑙(𝑟) должен лежать целиком внутри одного из углов 𝑉𝑖. Заметим
(см. рис. 2), что если рассмотреть всевозможные лучи с заданным направлением ?⃗?, каждый
из которых лежит целиком строго внутри какого-то из углов 𝑉𝑖, то эти лучи либо лежат в
одном из углов, либо в двух соседних углах, если луч сонаправлен с лучом — стороной одного
из углов.
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Докажем, что последовательность лучей 𝑇 2𝑙(𝑟) лежит строго в одном из углов. Пусть это
не так, и лучи 𝑇 2𝑙(𝑟) лежат в двух соседних углах; пусть это, без ограничения общности,
𝑉0 и 𝑉1 (нумерация углов, напомним, идет против часовой стрелки). Так как 𝑇 2𝑙(𝑟) есть пе-
риодическая последовательность (доказательство можно провести аналогично лемме 5), то
∃𝑙0 ∈ N : 𝑇 2𝑙0(𝑟) ⊂ int(𝑉0) ∧ 𝑇 2𝑙0+2(𝑟) ⊂ int(𝑉1); следовательно, существует луч 𝑟′ ⊂ int(𝑉0),
сонаправленный с 𝑟, т.ч. 𝑇 2(𝑟′) ⊂ int(𝑉1). По свойствам центральных симметрий, для 𝑟′ 𝑇 2
есть параллельный перенос на вектор 2?⃗?, где ?⃗? — вектор, начинающийся в вершине 𝐴0 угла
𝑉0 и заканчивающийся в некоторой другой вершине стола 𝛾. Т. к. 𝛾 лежит в левой полу-
плоскости относительно ориентированной прямой 𝐴0𝐴1, то и вектор ?⃗? направлен «невправо»
относительно прямой 𝐴0𝐴1. Как следствие, лучи 𝑟′ и 𝑇 2(𝑟′) лежат в левой относительно 𝐴0𝐴1
полуплоскости, а угол int(𝑉1) лежит в правой относительно 𝐴0𝐴1 полуплоскости — противо-
речие.
Итак, все лучи последовательности 𝑇 2𝑙(𝑟), 𝑙 ∈ Z, лежат в некотором угле 𝑉𝑖, а, аналогично,
лучи последовательности 𝑇 2𝑙+1(𝑟), 𝑙 ∈ Z — в некотором угле 𝑉𝑗 . Тогда код всех вершин луча
есть . . . 𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗 . . .; следовательно, по все тем же свойствам центральных симметрий,
𝑇 2𝑙(𝑐) = 𝑐+2𝑙?⃗?, ?⃗? =
−−−→
𝐴𝑖𝐴𝑗 . Следовательно, ∀𝑙 ∈ Z : 𝑇 2𝑙(𝑐) ̸= 𝑐— противоречие с периодичностью
точки 𝑝 относительно 𝑇 и, как следствие, 𝑇 2. Таким образом, 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) есть ограниченное
множество, QED.
Итак, компонента периодической точки 𝑝 есть открытый выпуклый не-более-чем-2𝑛-
угольник, стороны которого параллельны сторонам стола 𝛾. Более того, из лемм 6, 8 вытекает
альтернативное определение понятия «компонента периодической точки»:
Лемма 10. Пусть 𝑝 ∈ R2∖𝛾 — периодическая точка. Тогда компонента периодической
точки 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) есть максимальное по включению связное множество периодических точек,
содержащее 𝑝.
Но как же устроены периоды точек 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)?
Лемма 11. Пусть 𝑝 — периодическая точка. Тогда
∀𝑛 ∈ N : 𝑇𝑛(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) = 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) ∨ 𝑇𝑛(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) ∩ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) = ∅.
Доказательство. Заметим, что 𝑇𝑛(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) есть открытый выпуклый многоугольник,
равный 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝); следовательно, ни одно их множеств 𝑇𝑛(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) и 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) не может быть
строгим подмножеством другого множества. В этом случае, либо вышеописанные множества
не пересекаются, либо совпадают, либо пересекаются таким образом, что существует точка
𝑞, которая лежит внутри 𝑇𝑛(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) и на границе 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝). Последний случай вызывает
противоречие, ибо по леммам 6, 8 точка 𝑞 должна быть и периодической, и граничной. Сле-
довательно, лемма доказана.
Предыдущая лемма дает возможность ввести понятие периода компоненты.
Определение 8. Пусть 𝑝 — периодическая точка. Тогда периодом компоненты 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝),
или 𝑝𝑒𝑟(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)), назовем минимальное такое натуральное 𝑘 такое, что 𝑇 𝑘(𝑝) = 𝑝.
Как же 𝑝𝑒𝑟(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) связано с периодами точек 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)?
Следующая лемма есть прямое следствие леммы 11 и того факта, что 𝑇𝑛 для компоненты
периодической точки 𝑝 есть параллельный перенос в случае четного 𝑛 и центральная симмет-
рия в случае нечетного 𝑛.
Лемма 12. Пусть 𝑝 — периодическая точка, и пусть 𝑘 = 𝑝𝑒𝑟(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)). Тогда:
 если 𝑘 четно, то все точки 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) имеют период 𝑘;
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 если 𝑘 нечетно, то: а) 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝) есть центрально-симметричный многоугольник с цен-
тром в некоторой точке 𝑐; б) период точки 𝑐 есть 𝑘, а всех остальных точек - 2𝑘.
Пользуясь данной леммой, будем также называть компоненту некоторой периодической
точки периодической компонентой.
Согласно лемме 12, мы можем найти множество всевозможных периодов точек для внеш-
него биллиарда вне 𝛾, если нам известно множество всевозможных периодов периодических
компонент. Точное соотношение между множествами задает следующая лемма, являющаяся
прямым следствием леммы 12.
Лемма 13. Пусть 𝐵𝑐 и 𝐵𝑝 — множества всевозможных периодов компонент и точек
соответственно для внешнего биллиард вне многоугольника 𝛾.
Тогда 𝐵𝑝 = 𝐵𝑐 ∪ {2 * 𝑙 | 𝑙 ∈ 𝐵𝑐, 𝑙 нечетно}.
Завершит наше исследование на тему периодических компонент следующая лемма.
Лемма 14. Пусть 𝑝 — периодическая точка. Тогда 𝑇 (𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) = 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑇 (𝑝)).
Доказательство. Очевидно, что 𝑇 (𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑇 (𝑝)) и
𝑇−1(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑇 (𝑝))) ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑇−1(𝑇 (𝑝))) = 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝),
откуда следует, что 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑇 (𝑝)) ⊂ 𝑇 (𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)); следовательно, 𝑇 (𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝)) = 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑇 (𝑝)), QED.
3. Внешний биллиард вне правильного десятиугольника
Перейдем к исследованию правильного десятиугольника. С этого момента будем считать,
что стол внешнего биллиарда есть правильный десятиугольник 𝛾 = 𝐴0𝐴1 . . . 𝐴9, вершины
которого перенумерованы против часовой стрелки. Будем следовать плану, намеченному в
[1, 2].
3.1. Ограничение преобразования
Введем ограничение преобразования 𝑇 , похожее на ограничение, выполненное в работах
[7, 3], но отличающееся в итоговой реализации.
Определение 9. Пусть 𝑅 есть поворот на угол 𝜋5 по часовой стрелке вокруг центра 𝛾.
Заметим, что 𝑇 инвариантно относительно 𝑅, т. е. ∀𝑝 ∈ R2∖𝛾,
𝑇 (𝑝) определено: 𝑇 (𝑅(𝑝)) = 𝑅(𝑇 (𝑝)).
Отождествим точки, переходящие друг в друга с помощью 𝑅.
Пусть 𝑉 ′ есть угол с вершиной в 𝐴1, центрально-симметричный углу 𝑉1 относительно 𝐴1.
Определение 10. Пусть 𝑝 ∈ R2∖𝛾. Тогда 𝑘𝑝 есть такое минимальное число 𝑘 ∈ Z≥0,
что 𝑅𝑘(𝑝) ∈ 𝑉 ′, a 𝑅′(𝑝) есть 𝑅𝑘𝑝(𝑝).
Другими словами, 𝑅′(𝑝) есть представитель класса эквивалентности 𝑝 в 𝑉 ′ (если только 𝑝
не лежит на продолжении одной из сторон).
Определение 11. Преобразование 𝑇 ′ : 𝑉 ′ → 𝑉 ′ есть преобразование, индуциро-
ванное отождествлением точек относительно 𝑅, устроенное следующие образом. Пусть
𝑝 ∈ int(𝑉 ′); тогда:
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 𝑇 ′(𝑝) определено, если и только если 𝑇 (𝑝) определено;
 если 𝑇 ′(𝑝) определено, то 𝑇 ′(𝑝) = 𝑅′(𝑇 (𝑝)).
Для удобства будем считать, что на 𝜕𝑉 ′ 𝑇 ′ не определено.
Любую точку 𝑝 ∈ 𝑉 ′ будем рассматривать как граничную (периодическую, апериодиче-
скую) относительно 𝑇 ′ ровно в том же смысле, в котором ранее мы рассматривали точки
𝑝 ∈ R2∖𝛾. Из структуры отождествления очевидны следующая лемма.
Лемма 15. Точка 𝑝 ∈ 𝑉 ′ является граничной (периодической, апериодической) относи-
тельно 𝑇 ′, если и только если 𝑝 ∈ 𝑉 ′ является граничной (периодической, апериодической)
относительно 𝑇 . Более того, в этом случае граничными (периодическими, апериодическими)
относительно 𝑇 будут являться точки 𝑅𝑘(𝑝), 𝑘 = 0, 1, . . . , 9.
Прямым следствием леммы 15 является следующая лемма, которая сводит решение про-
блем периодичности для всей плоскости относительно преобразования 𝑇 к решению тех же
проблем, но в int(𝑉 ′) и относительно преобразования 𝑇 ′.
Лемма 16. (i) Апериодическая относительно преобразования 𝑇 точка существует,
если и только если существует апериодическая точка в int(𝑉 ′) относительно преобра-
зования 𝑇 ′;
(ii) Периодические относительно 𝑇 точки образуют вне 𝛾 множество полной меры, если
и только если периодические относительно 𝑇 ′ точки образуют в int(𝑉 ′) множество
полной меры.
Чтобы свести проблему нахождения периодов к преобразованию 𝑇 ′, введем индуцирован-
ный ограничением код относительно 𝑇 ′.
Определение 12. Пусть 𝑝 ∈ 𝑉 ′ — периодическая или апериодическая точка. Тогда
индуцированным кодом 𝜌′(𝑝) ≡ 𝜌′𝛾(𝑝) является последовательность (. . . 𝑣−2𝑣−1𝑣0𝑣1𝑣2 . . .), т.ч.
∀𝑖 ∈ Z : 𝑇 ′𝑖(𝑝) ∈ int(𝑉𝑣𝑖+1).
Заметим, что коды 𝜌 и 𝜌′ связаны между собой следующим образом.
Лемма 17. Пусть 𝑝 ∈ 𝑉 ′ — периодическая или апериодическая точка. Тогда ∀𝑖 ∈ Z:
𝜌′(𝑝)[𝑖] = (𝜌(𝑝)[𝑖]− 𝜌(𝑝)[𝑖− 1])mod 10.
Доказательство. Преобразования 𝑇 , 𝑇 ′ и 𝑅′ устроены таким образом, что если
𝑇 (𝑞1) = 𝑞2, то 𝑇 ′(𝑅′(𝑞1)) = 𝑅′(𝑞2), и 𝑅′(𝑅(𝑞1)) = 𝑅′(𝑞1).
Отсюда заметим, что если 𝑞 — произвольная неграничная точка, то при замене 𝑞 на
𝑅(𝑞) все значения кода 𝜌(𝑞) уменьшаются на один по модулю 10, а значения кода 𝜌′(𝑅′(𝑞))
не изменяются. Зафиксируем произвольное 𝑖 ∈ Z. Пусть 𝑘 = 𝑘𝑇 𝑖(𝑝), и 𝑝′ = 𝑅𝑘(𝑝). То-
гда 𝜌′(𝑅′(𝑝′))[𝑖] = 𝜌′(𝑝)[𝑖], и (𝜌(𝑝′)[𝑖] − 𝜌(𝑝′)[𝑖 − 1])mod 10 = (𝜌(𝑝)[𝑖] − 𝜌(𝑝)[𝑖 − 1])mod 10.
С другой стороны, 𝑇 𝑖(𝑝′) ∈ int(𝑉 ′), а 𝑇−1(int(𝑉 ′)) = int(𝑉1). Следовательно, по опреде-
лению 𝜌(𝑝′)[𝑖 − 1] = 1, 𝜌(𝑝′)[𝑖] = 1 + 𝜌′(𝑅′(𝑝′))[𝑖] = 𝜌(𝑝′)[𝑖 − 1] + 𝜌′(𝑝)[𝑖], откуда получаем
(𝜌(𝑝)[𝑖] − 𝜌(𝑝)[𝑖 − 1])mod 10 = 𝜌′(𝑝′)[𝑖]. Факт произвольности выбора 𝑖 завершает доказатель-
ство леммы.
Очевидно, что внутри 𝑉 ′ периодические компоненты относительно 𝜌 и 𝜌′ одни и те же (ибо
для любой неграничной точки 𝑝 ∈ 𝑉 ′ код 𝜌(𝑝) можно восстановить из 𝜌′(𝑝) и наоборот), что
дает возможность ввести период 𝑝𝑒𝑟′(𝑐𝑜𝑚𝑝) как период периодической компоненты 𝑐𝑜𝑚𝑝 ⊂ 𝑉 ′
относительно 𝑇 ′. Отметим, что все элементы 𝜌′(𝑝) являются целыми числами от 1 до 5.
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Лемма 18. Пусть 𝑝 ∈ 𝑉 ′ — периодическая точка, причем 𝑝𝑒𝑟′(𝑝) = 𝑚. Тогда
𝑝𝑒𝑟(𝑝) = 𝑚 * 10
НОД(𝑠,10) , где 𝑠 =
𝑚∑︀
𝑖=1
𝜌′(𝑝)[𝑖].
Доказательство. Заметим, что для любого 𝑘 ∈ Z верна импликация:
(𝑇 𝑘(𝑝) = 𝑝) =⇒ (𝑇 ′𝑘(𝑝) = 𝑝);
следовательно, 𝑝𝑒𝑟(𝑝) кратен 𝑚; пусть 𝑧 = 𝑝𝑒𝑟(𝑝)𝑚 . По лемме 17 и в силу периодичности 𝑝 верно:
𝑠mod10 = (𝜌(𝑝)[𝑚]− 𝜌(𝑝)[0])mod 10 = (𝜌(𝑝)[2𝑚]− 𝜌(𝑝)[𝑚])mod 10 =
= (𝜌(𝑝)[3𝑚]− 𝜌(𝑝)[2𝑚])mod 10 = . . . .
Так как 𝑝 = 𝑇 ′𝑚(𝑝) = 𝑇 ′2𝑚(𝑝) = . . ., то ∀𝑙 ∈ Z: 𝑓 ′(𝑇 𝑙𝑒𝑚𝑚(𝑝)) = 𝑝; следовательно, ∀𝑙 ∈ Z:
𝑇 𝑙𝑒𝑚𝑚(𝑝) = 𝑝⇔ (𝜌(𝑝)[𝑙𝑚]− 𝜌(𝑝)[0])mod 10 = 0, а 𝑧 есть минимальное натуральное подходящее
𝑙. Так как ∀𝑙 ∈ Z : (𝜌(𝑝)[𝑙𝑚] − 𝜌(𝑝)[0])mod 10 = (𝑙 * (𝜌(𝑝)[𝑚] − 𝜌(𝑝)[0]))mod 10 = (𝑙 * 𝑠)mod 10,
то 𝑧 есть минимальное натуральное число такое, что 𝑧 * 𝑠 делится на 10; из теории чисел
очевидно, что 𝑧 = 10НОД(𝑠,10) , QED.
Отметим, что лемма 18 останется верна, если вместо точки 𝑝 рассмотреть её периодическую
компоненту. Таким образом, зная всевозможные индуцированные коды периодов относительно
𝑇 ′, можно описать и всевозможные периоды относительно 𝑇 . Более того, для этого не нужно
знать именно слова - достаточно знать, сколько раз в коде периодической траектории появля-
ются единица, двойка, . . . , пятерка. Более формально эту мысль описывает следующая лемма,
являющаяся прямым следствием леммы 18.
Лемма 19. Пусть 𝑝 ∈ (⊂)𝑉 ′ — периодическая точка (компонента), и пусть 𝑝𝑒𝑟′(𝑝) = 𝑚.
Пусть в последовательности 𝜌′(𝑝)[1,𝑚] число 𝑗 встречается ровно 𝑎𝑗 раз, 𝑗 = 1, 2, . . . , 5.
Тогда 𝑝𝑒𝑟(𝑝) = 10*(𝑎1+𝑎2+...+𝑎5)
НОД(10,𝑎1+2𝑎2+...+5𝑎5)
.
3.2. 𝑇 ′ как «кусочное движение»
.
Опишем, как выглядит преобразование 𝑇 ′. Для этого определим углы 𝑉 ′𝑖 , 0 ≤ 𝑖 < 10, как
угол, симметричный 𝑉𝑖 относительно вершины 𝐴𝑖. В частности, 𝑉 ′ = 𝑉 ′1 . Из определения оче-
видно, что ∀𝑝 ∈ R2∖𝛾, 𝑗 ∈ [0, 10): 𝜌(𝑝)[0] = 𝑗 ⇔ 𝑇 (𝑝) ∈ int(𝑉 ′𝑖 ) (в частности, 𝜌(𝑝)[0] определено,
если и только если 𝑇 (𝑝) определено), а также ∀𝑗 ∈ [0, 10): 𝑅(𝑉 ′𝑗 ) = 𝑉 ′(𝑗−1)mod 10.
Лемма 20. Пусть 𝑝 ∈ int(𝑉 ′), и 𝑇 (𝑝) определено. Тогда 𝑇 ′(𝑝) = 𝑅𝑣0(𝑇 (𝑝)), где
𝑣0 = 𝜌
′(𝑝)[0].
Доказательство. По определению 𝜌′, 𝑇 для 𝑝 есть центральная симметрия относитель-
но вершины 𝐴𝑣0+1. Тогда 𝑇 (𝑝) ∈ int(𝑉 ′𝑣0+1). Так как 𝑅𝑣0(𝑉 ′𝑣0+1) = 𝑉 ′1 = 𝑉 ′ (очевидно), то
𝑅𝑣0(𝑇 (𝑝)) ∈ int(𝑉 ′). Следовательно, 𝑇 ′(𝑝) = 𝑅𝑣0(𝑇 (𝑝)), QED.
Пусть 𝛼𝑖 ⊂ 𝑉 ′, 𝑖 = 1, 2, . . . , 5, есть множество точек 𝑝 ∈ 𝑉 ′, т.ч. 𝜌′(𝑝)[0] = 𝑖; все фигуры
𝛼𝑖 изображены на рис. 3. Из леммы 1 очевидно, что 𝛼𝑖 = int(𝑉 ′) ∩ int(𝑉𝑖+1), откуда следует
следующая лемма.
Лемма 21. (i) 𝛼1 есть открытый треугольник 𝑃1𝑃2𝑄2;
(ii) 𝛼𝑖, 𝑖 = 2, 3, есть открытый четырехугольник 𝑃𝑖𝑄𝑖𝑄𝑖+1𝑃𝑖+1;
(iii) 𝛼4 есть открытый бесконечный многоугольник, ограниченный лучом 𝐴0𝐴1, отрезками
𝑃4𝑄4 и 𝑄4𝑄5 и лучом 𝐴6𝐴5;
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Рис. 3: Фигуры 𝛼𝑖 и индуцированное преобразование 𝑇 ′.
(iv) 𝛼5 есть открытый угол между лучами 𝐴1𝐴2 и 𝐴6𝐴5.
Важными для нашего описания оказываются точки 𝑂𝑖 пересечения биссектрисы угла
𝑃2𝑃1𝑄2 с биссектрисами углов 𝑉𝑖+1 = 𝑃𝑖𝐴𝑖+1𝑃𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
Лемма 22. ∀𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}: 𝑇 ′(𝑂𝑖) = 𝑂𝑖.
Доказательство. Пусть 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}, а 𝑂 — центр 𝛾. Заметим, что угол 𝑉𝑖+1 симмет-
ричен углу 𝑉 ′ относительно прямой 𝑂𝑃𝑖+1; следовательно, 𝐴1𝑂𝑖 = 𝐴𝑖+1𝑂𝑖. С другой стороны,
по лемме 20 𝑇 ′(𝑂𝑖) = 𝑅𝑖(𝑇 (𝑂𝑖)), причем преобразование 𝑇 переводит с сохранением расстоя-
ния биссектрису угла 𝑉𝑖+1 в биссектрису угла 𝑉 ′𝑖+1, а 𝑅
𝑖 переведет последнюю биссектрису с
сохранением расстояния в биссектрису угла 𝑉 ′1 = 𝑉 ′. Следовательно, 𝑇 ′(𝑂𝑖) будет лежать на
биссектрисе угла 𝑉 ′, причем 𝐴1𝑇 ′(𝑂𝑖) = 𝐴𝑖+1𝑂𝑖 = 𝐴1𝑂𝑖, откуда 𝑂𝑖 = 𝑇 ′(𝑂𝑖), QED.
Лемма 22 позволяет нам полностью описать преобразование 𝑇 ′.
Лемма 23. (i) ∀𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}: 𝑇 ′(𝛼𝑖) есть поворот на угол (5−𝑖)𝜋5 против часовой
стрелки вокруг точки 𝑂𝑖;
(ii) 𝑇 ′(𝛼5) есть параллельный перенос вдоль вектора
−−−→
𝐴6𝐴1;
(iii) ∀𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ∀𝑝 ∈ 𝜕(𝛼𝑖): 𝑇 ′(𝑝) не определено.
Доказательство. Пункт 3 очевидно следует из определения 𝑇 ′ и того факта, что гра-
ницы 𝛼𝑖 лежат на продолжениях сторон стола 𝛾.
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Докажем пп.1,2. Согласно лемме 20, 𝑇 ′(𝛼𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 5 есть 𝑅𝑖(𝑇 (𝛼𝑖)); т.к. центральная
симметрия есть поворот на угол 𝜋 против часовой стрелки (будем для удобства использовать
такое направление), то при 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝑇 ′(𝛼𝑖) есть поворот на угол 𝜋 − 𝑖 * 𝜋5 против часовой
стрелки вокруг некоторой неподвижной точки, которой по лемме 22, и п.1 доказан. Что до
п.2, то при 𝑖 = 5 𝑅𝑖 есть центральная симметрия относительно т. 𝑂, центра 𝛾; следовательно,
𝑇 ′(𝛼5) есть композиция центральных симметрий относительно точек 𝐴6 и 𝑂; из школьной
геометрии известно, что это есть параллельный перенос на вектор 2
−−→
𝐴6𝑂 =
−−−→
𝐴6𝐴1, QED.
Таким образом, 𝑇 ′ разбивает 𝑉 ′ на пять фигур, для каждой из которых 𝑇 ′ есть движение,
т.е. 𝑇 ′ кусочно изометрично (piecewise isometric).
Введем еще одно определение.
Определение 13. Пусть 𝛼, 𝛽 ⊂ R2 — конечные или бесконечные многоугольники. Будем
говорить, что 𝛽 вписан в 𝛼, если 𝛽 ⊂ 𝛼 и каждая из сторон 𝛼 целиком содержит одну из
сторон 𝛽.
Рассмотрим периодические компоненты 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑂𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Каждая такая компонента
имеет код 𝜌′(𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑂𝑖)), равный . . . 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 . . . и является, согласно лемме 6, открытым выпуклым
многоугольником; назовем эти многоугольники 𝛽𝑖. Будем также обозначать отрезок с концами
в точках 𝑝, 𝑞 как 𝑝𝑞.
Лемма 24. (i) 𝛽1 есть правильный пятиугольник 𝐵10𝐵
1
1𝐵
1
2𝐵
1
3𝐵
1
4 , т.ч. 𝐵
1
1 = 𝑃2,
𝐵10𝐵
1
1 ⊂ 𝑃1𝑃2, 𝐵11𝐵12 ⊂ 𝑃2𝑄2, 𝐵13𝐵14 ⊂ 𝑄2𝑄1;
(ii) 𝛽2 есть правильный десятиугольник 𝐵
2
0𝐵
2
1 . . . 𝐵
1
9 , т.ч. 𝐵
2
7 = 𝑄2, 𝐵
2
0𝐵
2
1 ⊂ 𝑃2𝑃3,
𝐵23𝐵
2
4 ⊂ 𝑃3𝑄3, 𝐵26𝐵27 ⊂ 𝑄3𝑄2, 𝐵27𝐵28 ⊂ 𝑄2𝑃2;
(iii) 𝛽3 есть правильный пятиугольник 𝐵
3
0𝐵
3
1 . . . 𝐵
3
4 , т.ч. 𝐵
3
0 = 𝑃3, 𝐵
4
3 = 𝑄4, 𝐵
3
3 = 𝑄5,
𝐵31 ∈ 𝑃3𝑃4, 𝐵32 ∈ 𝑃4𝑄4;
(iv) 𝛽4 есть правильный десятиугольник 𝐵
4
0𝐵
4
1 . . . 𝐵
4
9 , т.ч. 𝐵
4
0 = 𝑃4, 𝐵
4
6 = 𝑄5, 𝐵
4
7 ∈ 𝑄5𝑄4,
𝐵49 ∈ 𝑄4𝑃4.
Таким образом, 𝛽𝑗 есть правильные многоугольники, вписанные в 𝛼𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4; этим
многоугольники изображены на рис. 4. Для доказательства достаточно проверить, что при
применении преобразования 𝑇 ′ фигуры как открытые многоугольники переходят сами в себя,
а их границы состоят из граничных точек; проверку этих фактов с помощью леммы 23 (и рис.
4) оставляем читателю.
3.3. Самоподобие 1
Рассмотрим угол 𝛼5.
Определение 14. Определим преобразование 𝑇 ′′ : 𝛼5 → 𝛼5 следующим образом. Пусть
𝑞 ∈ 𝛼5, и пусть 𝑘 = 𝑘𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎5(𝑞) есть минимальное целое положительное число такое, что
𝑞′ = 𝑇 ′𝑘(𝑞) определено, и 𝑞′ ∈ 𝛼5. Тогда 𝑇 ′′(𝑞) = 𝑞′.
Другими словами, 𝑇 ′′ есть преобразование первого возвращения (first return map) относи-
тельно 𝑇 ′ на 𝛼5.
Оказывается, 𝑇 ′ для int(𝑉 ′) идентично 𝑇 ′′ для 𝛼5! Для формального установления этого
соответствия, введем преобразование 𝐻 : int(𝑉 ′) → 𝛼5 как параллельный перенос на вектор
𝐴1𝑄5.
Лемма 25. Пусть 𝑝 ∈ int(𝑉 ′), 𝑞 = 𝐻(𝑝). Тогда:
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Рис. 4: Инвариантные фигуры 𝛽𝑖
 𝑇 ′(𝑝) определено, если и только если 𝑇 ′′(𝑞) определено;
 если 𝑇 ′(𝑝) определено, то 𝐻(𝑇 ′(𝑝)) = 𝑇 ′′(𝑞) = 𝑇 ′′(𝐻(𝑝)).
Утверждение леммы иллюстрирует рис. 5.
Рис. 5: Преобразование 𝑇 ′′: траектории первого возвращения
.
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Доказательство. Заметим, что 𝑇 ′ определено для всего 𝛼5; обозначим угол 𝑇 ′(𝛼5) за
𝛼′5. Также заметим, что правильный десятиугольник 𝛽4 равен 𝛾, а его центр совпадает с 𝑂4
(ибо 𝛽4 центрально-симметричен 𝛾 относительно 𝑄4), а по лемме 24 точка 𝑄5, вершина угла
𝛼5, совпадает с вершиной 𝐵46 многоугольника 𝛽4. Следовательно, по лемме 23 𝛼
′
5 есть угол,
образованный лучами 𝐴0𝐴1 и 𝐵41𝐵
4
2 . Обозначим за 𝐻
′ параллельный перенос вдоль вектора
𝐴0𝐵
4
0 ; тогда для int(𝑉
′) верно: 𝐻 ′ = 𝐻 ∘ 𝑇 ′, а 𝛼′5 = 𝐻 ′(int(𝑉 ′)).
Пусть 𝑉 𝐻𝑗+1 = 𝐻(𝑉𝑗+1), 𝑉
𝐻′
𝑗+1 = 𝐻
′(𝑉𝑗+1) и 𝛼𝐻𝑗 = 𝐻(𝛼𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5. Тогда каждое такое
𝛼𝐻𝑗 есть int(𝑉
𝐻
𝑗+1) ∩ 𝛼5, a 𝑇 ′(𝛼𝐻𝑗 ) — int(𝑉 𝐻
′
𝑗+1) ∩ 𝛼′5.
Так как 𝛽4 = 𝐻 ′(int(𝛾)), то углы 𝐻 ′(𝑉2), . . . ,𝐻 ′(𝑉6) суть углы, образованные лучами 𝐵42𝐵41 ,
𝐵43𝐵
4
2 , . . ., 𝐵
4
7𝐵
4
6 . Более того, по лемме 23 ∀𝑝 ∈ ((𝐻 ′(𝑉2) ∪𝐻 ′(𝑉3) ∪𝐻 ′(𝑉4) ∪𝐻 ′(𝑉5)) ∩ int(𝑉 ′)):
𝑇 ′(𝑝) = 𝑅′5(𝑝), где 𝑅′5 есть поворот на угол
𝜋
5 против часовой стрелки вокруг точки 𝑂4; в
частности, 𝑅′5(𝐻 ′(𝑉𝑗)) = 𝐻 ′(𝑉𝑗+1), 𝑗 = 2, 3, 4, 5. Так как 𝛼5 = int(𝑉 𝐻6 ), то тогда из всего
вышесказанного следует:
 ∀𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}: ∀𝑝 ∈ 𝛼𝐻𝑗 : 𝑇 ′′(𝑝) корректно определено, причем 𝑇 ′′(𝑝) = 𝑇 ′6−𝑗 ;
 ∀𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}: 𝑇 ′′(𝛼𝐻𝑗 ) есть поворот против часовой стрелки на угол (5−𝑗)𝜋5 ; в частно-
сти, 𝑇 ′′(𝛼𝐻5 ) есть параллельный перенос на вектор 𝐴6𝐴1;
 если же 𝑝 ∈ 𝛼5 лежит на границе одной из 𝛼𝐻𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5, то 𝑇 ′(𝑝) попадет на один
из лучей 𝐵43𝐵
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6 , которые при дальнейшем применении 𝑇
′ попадают на
луч 𝐵47𝐵
4
6 , на котором 𝑇
′ не определено; следовательно, 𝑇 ′′(𝑝) не определено.
Таким образом, 𝑇 ′′ разделяет 𝛼5 на те же фигуры, что 𝑇 ′ разделяет int(𝑉 ′), и применяет
к ним те же повороты. Остается лишь показать, что точки 𝐻(𝑂𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3, 4, являются
неподвижными. Зафиксируем 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}. Из леммы 23 следует, что 𝑂𝑗 есть центр пра-
вильного многоугольника 𝛽𝑗 , вписанного в 𝛼𝑗 ; следовательно, существует такое 𝑟𝑗 ∈ R, что
открытый круг 𝑆𝑗 с центром в 𝑂𝑗 и радиусом 𝑟𝑗 вписан в 𝛼𝑗 . Тогда 𝐻(𝑆𝑗) вписан в 𝛼𝐻𝑗 ;
так как 𝛼𝑗 есть пересечение int(𝑉 ′) и int(𝑉𝑗+1), то 𝐻(𝑆𝑗) вписан как в угол 𝛼5, так и в угол
𝐻(𝑉𝑗+1), а 𝑇 ′(𝐻(𝑆𝑗)) - в угол 𝐻 ′′(𝑉𝑗+1). Так как 𝑇 ′5−𝑗(int(𝐻 ′′(𝑉𝑗+1))) = int(𝐻 ′′(𝑉6)) = 𝛼5, то
𝑇 ′′(𝐻(𝑆𝑗)) = 𝑇 ′6−𝑗(𝐻(𝑆𝑗)) есть круг, равный 𝐻(𝑆𝑗)) и вписанная в 𝛼5. Следовательно, 𝐻(𝑂𝑗)
и 𝑇 ′′(𝐻(𝑂𝑗)) совпадают как центры равных вписанных в один и тот же угол кругов, QED.
Лемма 25 устанавливает самоподобие для преобразования 𝑇 ′ внутри 𝑉 ′. В процессе до-
казательства был практически доказан важный технический факт, который мы вынесем в
отдельную лемму.
Лемма 26. Пусть 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, и 𝑝 ∈ 𝛼𝑗. Тогда 𝐻(𝑇 ′(𝑝)) = 𝑇 ′6−𝑗(𝐻(𝑝)). При этом,
𝐻(𝑝) ∈ 𝛼5, и ∀𝑗′ ∈ Z, 0 < 𝑗′ < 6− 𝑗}: 𝑇 ′𝑗′ ∈ 𝛼4.
Важнейшее свойство самоподобий, похожих на рассматриваемое нами, выражает следую-
щая лемма.
Лемма 27. Пусть 𝑝 ∈ int(𝑉 ′), и 𝑞 = 𝐻(𝑝). Тогда 𝑝 граничная (периодическая, апериоди-
ческая), если и только если 𝑞 граничная (периодическая, апериодическая).
Доказательство. Рассмотрим двусторонние последовательности
𝑡𝑟′(𝑝) = {𝑇 ′𝑘(𝑝)|𝑘 ∈ Z, 𝑇 ′𝑘 определено},
𝑡𝑟′(𝑞) = {𝑇 ′𝑘(𝑞)|𝑘 ∈ Z, 𝑇 ′𝑘 определено} и 𝑡𝑟′′(𝑞) = {𝑇 ′′𝑘(𝑞)|𝑘 ∈ Z, 𝑇 ′′𝑘 определено}. Заметим,
что 𝑡𝑟′′(𝑞) может быть получена из 𝑡𝑟′(𝑞) путем удаления всех не лежащих в 𝛼5 точек.
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Из леммы 25 известно, что 𝑇 ′(𝑝) определено, если и только если 𝑇 ′′(𝑞) определено, причем
𝑇 ′′(𝑞) = 𝐻(𝑇 (𝑝)); следовательно, 𝑡𝑟′′(𝑞) = 𝐻(𝑡𝑟′(𝑝)), и 𝑡𝑟′′(𝑞) бесконечна в две стороны, если
и только если 𝑡𝑟′(𝑝) бесконечна в две стороны. С другой стороны, если 𝑡𝑟′(𝑞) ограничена с,
например, левой стороны, т.е. для некоторого 𝑘 ∈ Z≤0 𝑇 ′𝑘(𝑝) определено, а 𝑇 ′𝑘−1(𝑝) нет, то
тогда в 𝑡𝑟′(𝑞) встретится точка 𝑇 ′′𝑘(𝑞), причем слева от нее в 𝑡𝑟′(𝑞) будет не более четырех
точек (ибо если это не так, то при последовательном применении 𝑇 ′−1 к 𝑇 ′′𝑘(𝑞), к точке не
более четырех раз будет применен поворот по часовой стрелке на угол 𝜋5 вокруг 𝑂4, после чего
точка окажется внутри 𝑇 ′(𝛼5), и следующая итерация вернет точку в 𝛼5); аналогичное утвер-
ждение верно и для правой стороны. Следовательно, 𝑡𝑟′(𝑞) бесконечна в две стороны⇔ 𝑡𝑟′′(𝑞)
бесконечна в две стороны ⇔ 𝑡𝑟′(𝑝) бесконечна в две стороны, откуда и следует утверждение
леммы.
3.4. Сведение проблем периодичности к ограниченному случаю
В данном разделе мы покажем, каким образом решить проблемы периодичности и описать
периодические траектории для 𝑇 ′ в углу 𝑉 ′, если мы сможем сделать это для многоугольника
𝑍 ′ = 𝐴1𝐵40𝐵49𝐵48𝐵47 . Отметим, что 𝑍 ′ = 𝛼1∪𝛼2∪𝛼3∪𝛼′4, где 𝛼′4 есть открытый четырехугольник
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Лемма 28. 𝑇 ′(𝑍 ′) ⊂ 𝑍 ′.
Доказательство. Заметим, что int(𝑉 ′)∖𝛽4 разбивается на две не связанные между собой
связные фигуры, одной из которых является int(𝑍 ′). Тогда 𝑇 ′(𝛼𝑗) ⊂ 𝑍 ′, 𝑗 = 1, 2, 3 в силу того,
что 𝑂𝑗 ∈ 𝛼𝑗 ⊂ 𝑍 ′ и 𝑇 ′(𝑂𝑗) = 𝑂𝑗 . Замечание о том, что 𝑇 ′(𝛼′4) есть содержащийся в 𝑍 ′ открытый
четырехугольник 𝐵31𝐵
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8 , завершает доказательство леммы.
Более того, так как 𝑇 ′ инъективно и сохраняет площадь, то верна
Лемма 29. 𝑇 ′(𝑍 ′′) ⊂ 𝑍 ′′, где 𝑍 ′′ = 𝑉 ′∖(𝛽4 ∪ 𝑍 ′).
Итак, докажем, что структура периодических/апериодических точек в int(𝑉 ′) в некотором
смысле порождается структурой периодических/апериодических точек в 𝑍 ′ ∪ 𝛽4.
Лемма 30. Пусть 𝑞 ∈ 𝑉 ′ - периодическая (апериодическая) точка. Тогда существует
периодическая (апериодическая) точка 𝑝 ∈ 𝑍 ′, число 𝑚 ∈ Z≥0 и последовательность преоб-
разований 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚, т.ч. 𝑞 = 𝑓𝑚(𝑓𝑚−1(. . . 𝑓2(𝑓1(𝑝)) . . .)), а каждое из преобразований 𝑓𝑗,
𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 является либо 𝑇 ′, либо 𝐻.
Доказательство. Из определения 𝑇 ′, 𝐻 и леммы 27 следует, что множество периоди-
ческих (апериодических) точек в 𝑉 ′ инвариантно относительно 𝑇 ′ и 𝐻; следовательно, доста-
точно получить из 𝑞 с помощью преобразований 𝑇 ′−1, 𝐻−1 точку, лежащую в 𝑍 ′.
Пусть 𝑆 есть бесконечная полоса, ограниченная отрезком 𝐴1𝐵41 и лучами 𝐴1𝐴2, 𝐵
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Заметим, что с точностью до граничных точек луча 𝐴0𝐴1, 𝑉 ′∖𝑆 = 𝛼′5 = 𝑇 ′(𝛼5), причем для
𝛼′5: 𝑇 ′−1(𝑟) есть параллельный перенос на вектор ⃗𝐴1𝐴6; будем применять 𝑇 ′−1 к точке 𝑞 до
тех пор, пока 𝑞 не попадет в 𝑆. После этого, применим к 𝑞 𝐻 ′−1 максимальное количество раз
так, чтобы точка не вышла за пределы 𝑉 ′.
По построению, теперь 𝑞 лежит либо в 𝑍 ′ ∪ 𝛽4, либо в фигуре, центрально симметричной
𝑍 ′ относительно 𝑂4. В первом случае, лемма доказана; во втором же для завершения доказа-
тельства достаточно лишь применить к 𝑞 преобразование 𝑇 ′−1 не более трех раз так, чтобы 𝑞
попала в 𝛼′5, после чего применить еще раз 𝑇−1; несложно показать, что в этом случае точка
окажется внутри 𝐻(𝑍 ′), и применение 𝐻−1 поместит точку внутрь 𝑍 ′.
Усилим доказанную лемму.
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Лемма 31. Пусть 𝑞 ∈ 𝑉 ′ - периодическая (апериодическая) точка. Тогда существует
периодическая (апериодическая) точка 𝑝 ∈ 𝑍 ′ и числа 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0, т.ч. 𝑞 = 𝑇 ′𝑙(𝐻𝑘(𝑝)).
Доказательство. Из леммы 26 следует, что для любой неграничной точки 𝑞 верно:
𝐻(𝑇 ′(𝑞)) = 𝑇 ′𝑗(𝐻(𝑞)) для некоторого 𝑗 = 𝑗(𝑞), 𝑗 ∈ Z+. Для завершения доказательства доста-
точно применить такое равенство некоторое количество раз к равенству, полученному в лемме
31.
С помощью леммы 31 можно свести ограничить область рассмотрения проблем периодич-
ности с 𝑉 ′ до 𝑍 ′, что мы и сделаем.
Лемма 32. (i) Апериодическая точка 𝑞 ∈ 𝑉 ′ существует, если и только если суще-
ствует апериодическая точка 𝑝 ∈ 𝑍 ′.
(ii) Периодические точки образуют внутри 𝑉 ′ множество полной меры, если и только
если периодические точки образуют множество полной меры внутри 𝑍 ′.
Доказательство. В свете леммы 31, неочевидным остается лишь утверждение о том, что
если периодические точки образуют множество полной меры в 𝑍 ′, то такие точки образуют
множество полной меры и в 𝑉 ′.
Помимо периодических точек, в 𝑉 ′ существуют лишь точки граничные и апериодические.
Так как множество граничных точек внутри 𝑍 ′, 𝑉 ′ и в целом в R2∖𝛾 имеет меру нуль по лемме
3), то остается лишь доказать, что если апериодические точки внутри 𝑍 ′ имеют меру нуль, то
такой мерой обладают и апериодические точки внутри всего угла 𝑉 ′.
По лемме 31, каждую апериодическую точку 𝑞 ∈ 𝑉 ′ можно представить в виде 𝑞 =
= 𝑇 ′𝑙(𝐻𝑘(𝑝)), 𝑝 = 𝑝(𝑞) — апериодическая точка, 𝑘 = 𝑘(𝑞), 𝑙 = 𝑙(𝑞), 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0.
Заметим, что можно рассмотреть процесс вычисления (𝐻𝑘 ∘ 𝑇 ′𝑙)(𝑝) как последовательное
применение к точке 𝑝 𝑘 + 𝑙 движений плоскости (всей), каждое из которых является либо
параллельным переносом на один из двух векторов ( ⃗𝑃1𝑄5 либо ⃗𝐴6𝐴1), либо одним из поворотов
против часовой стрелки на угол (5−𝑗)𝜋5 вокруг точки 𝑂𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 (см. определение 𝐻 и
лемму 23).
Так как композиция движений есть движение, то мы можем сопоставить каждой аперио-
дической точке 𝑞 движение из счетного множества Φ движений вышеописанного типа.
Пусть 𝑉 ′∞, 𝑍 ′∞ суть множества апериодических точек внутри 𝑉 ′ и 𝑍 ′ соответственно. Тогда
по построению и 31: 𝑉 ′∞ ⊂
⋃︀
𝑓∈Φ
𝑓(𝑍 ′∞). Так как 𝑓 есть изометрия, а 𝑍 ′∞ имеет меру нуль,
то и 𝑓(𝑍 ′∞) имеет меру нуль; следовательно, 𝑉 ′∞ есть подмножество счетного объединения
множеств нулевой меры и, как следствие, само обладает мерой нуль, QED.
Отметим, что в терминах доказательства предыдущей леммы, если бы мера 𝑍 ′∞ была
положительной, то 𝑉 ′∞ была бы бесконечной, ибо 𝑉 ′∞ содержит в себе как подмножество бес-
конечное число непересекающихся множеств
⋃︀
𝑘∈Z≥0
𝐻𝑘(𝑍 ′∞).
3.5. Сведение нахождения периодов к ограниченному случаю: введение под-
становки
Свести нахождение множества периодов для 𝑉 ′ к нахождению множества периодов для
𝑍 ′ ∪ 𝛽4 нам поможет символическая динамика.
Введем несколько определений, базируясь на [13]. Пусть 𝐴,𝐵 — конечные множества, на-
зываемые алфавитами.
Определение 15. Конечным словом длины 𝑙 ∈ Z≥0 над алфавитом 𝐴 назовем последо-
вательность 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑙−1, т.ч. 𝑢𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑙− 1. Множество всех конечных слов над
𝐴 обозначим как 𝐴*.
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Определение 16. Бесконечным в две стороны словом над алфавитом 𝐴 назовем по-
следовательность (𝑢𝑖)𝑖∈Z = . . . 𝑢−2𝑢−1𝑢0𝑢1𝑢2 . . ., т.ч. ∀𝑖 ∈ Z : 𝑢𝑖 ∈ 𝐴. Множество всех
бесконечных в две стороны слов над 𝐴 обозначим как 𝐴Z.
Аналогичным образом можно ввести и бесконечные в одну сторону слова; однако для на-
ших целей ограничимся бесконечными в две стороны словами. Отметим, что такими словами
являются коды периодических и апериодических точек; а именно:
 если 𝑝 ∈ R2∖𝛾 — неграничная точка, то 𝜌(𝑝) ∈ {0, 1, . . . , 9}Z;
 если при этом 𝑝 ∈ 𝑉 ′, то 𝜌′(𝑝) ∈ {0, 1, . . . , 4}Z.
Аналогичным разделу 2 образом для конечного или бесконечного слова 𝑈 будем употреб-
лять обозначения 𝑈 [𝑖] и/или 𝑈 [𝑙, 𝑟], если целые индексы 𝑖, 𝑙, 𝑟 не выводят нас за пределы слова
𝑈 и 𝑙 ≤ 𝑟.
Определение 17. Пусть 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐴*, 𝑈 = 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑙−1, 𝑉 = 𝑣0𝑣1 . . . , 𝑣𝑚−1. Тогда конка-
тенацией слов 𝑈, 𝑉 назовем слово 𝑈𝑉 = 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑙−1𝑣0𝑣1 . . . 𝑣𝑚−1.
Определение 18. Пусть ∀𝑖 ∈ Z : 𝑈𝑖 ∈ 𝐴*∖{𝜖} — непустое слово длины 𝑙𝑖. То-
гда конкатенацией слов . . . , 𝑈−2, 𝑈−1, 𝑈0, 𝑈1, 𝑈2, . . . назовем бесконечное в две стороны слово
𝑈 = . . . 𝑈−2𝑈−1𝑈0𝑈1𝑈2 . . ., устроенное следующим образом. Пусть 𝑚𝑖, 𝑖 ∈ Z — такая беско-
нечная в две стороны последовательность целых чисел, что:
 𝑚0 = 0;
 ∀𝑖 ∈ Z+: 𝑚𝑖 = 𝑚𝑖−1 + 𝑙𝑖−1;
 ∀𝑖 ∈ Z−: 𝑚𝑖 = 𝑚𝑖+1 − 𝑙𝑖.
Тогда требуемая конкатенация есть такое слово 𝑈 ∈ 𝐴Z, что ∀𝑖 ∈ Z: 𝑈 [𝑚𝑖,𝑚𝑖+1−1] = 𝑈𝑖.
Введем теперь понятие подстановки, играющее ключевую роль в нашем исследовании.
Определение 19. Пусть 𝜎 : 𝐴 → 𝐵*∖{𝜖} — произвольная функция, где 𝜖 — пустое
слово. Расширим ее до 𝜎 : 𝐴* ∪𝐴Z → 𝐵* ∪𝐵Z c помощью следующих правил:
 𝜎(𝜖) = 𝜖;
 если 𝑊 = 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑙−1 ∈ 𝐴*, то 𝜎(𝑊 ) = 𝜎(𝑢0)𝜎(𝑢1) . . . 𝜎(𝑢𝑙−1) ∈ 𝐵*;
 если 𝑊 = . . . 𝑢−2𝑢−1𝑢0𝑢1𝑢2 . . . ∈ 𝐴Z, то 𝜎(𝑊 ) = . . . 𝜎(𝑢−2)𝜎(𝑢−1)𝜎(𝑢0)𝜎(𝑢1)𝜎(𝑢2) . . ..
Таким образом устроенную функцию 𝜎 будем называть подстановкой.
Для удобства будем иногда говорить, что 𝜎 определена на символах алфавита 𝐴, т.е.
𝐴→ 𝐵*∖{𝜖}, подразумевая ее определение на 𝐴* ∪𝐴Z.
Вернемся к индуцированному внешнему биллиарду.
Определение 20. Пусть 𝑝 ∈ R2∖𝛾(𝑉 ′) — периодическая точка с периодом 𝑙(𝑙′) относи-
тельно 𝑇 (𝑇 ′). Тогда кодом периода 𝜌𝑝𝑒𝑟(𝑝)(𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑝)) назовем слово 𝜌(𝑝)[0, 𝑙 − 1](𝜌′(𝑝)[0, 𝑙′ − 1]).
Пусть 𝜓 есть подстановка, определенная над алфавитом {1, 2, 3, 4, 5} таким образом, что:
 𝜓(1) = 54444;
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 𝜓(2) = 5444;
 𝜓(3) = 544;
 𝜓(4) = 54;
 𝜓(5) = 5.
Тогда из структуры преобразования 𝑇 ′′ первого возвращения на 𝛼5 (см. лемму 25) напря-
мую следует
Лемма 33. Пусть 𝑝 ∈ 𝑉 ′ - периодическая или апериодическая точка. Тогда:
 𝜌′(𝐻(𝑝)) = 𝜓(𝜌′(𝑝));
 𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝐻(𝑝)) = 𝜓(𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑝)).
Лемма 33, вкупе с леммой 31, позволяет найти все возможные коды периодов периодиче-
ских точек множества 𝑉 ′, если таковые коды найдены для множества 𝑇 ′ с помощью следую-
щей, очевидно следующей из указанных двух, леммы.
Лемма 34. Пусть
𝑃𝑍′∪𝛽4(𝑃𝑉 ′) = {𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑝) | 𝑝 ∈ 𝑍 ′ ∪ 𝛽4(𝑉 ′), 𝑝− периодическая компонента}.
Тогда 𝑃𝑉 ′ = {𝑆𝑙(𝜎𝑘(𝑊 )) |𝑊 ∈ 𝑃𝑍′∪𝛽4 , 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0}, где 𝑆 есть циклический сдвиг слова (т.е.
𝑆(𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑚−1) = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑚−1𝑢0 для произвольного слова 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑚−1 над произвольным
конечным алфавитом).
Для удобства поиска самих периодов, введем еще два понятия, используемые в [13].
Определение 21. Пусть 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑑} - конечный алфавит размера 𝑑. Тогда ка-
ноническим гомоморфизмом, или гомоморфизмом абелизации, назовем такое преобразование
𝑐 : 𝐴* → Z𝑑, что для произвольного слова 𝑊 ∈ 𝐴*: 𝑐(𝑊 ) есть столбец, 𝑖-я координата
которого есть количество раз, которое символ 𝑎𝑖 встречается в 𝑊 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑑.
Отметим, что если 𝑝 ∈ 𝑉 ′(R2∖𝛾) есть периодическая точка с кодом периода
𝑤′ = 𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑝)(𝑤 = 𝜌𝑝𝑒𝑟(𝑝)),
то период точки 𝑝 относительно 𝑇 ′(𝑇 ) есть (1, 1, 1, 1, 1) * 𝑐(𝑤′) ((1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) * 𝑐(𝑤)).
Определение 22. Пусть 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑑}, 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚} — конечные алфавиты,
а 𝜎 : 𝐴 → 𝐵∖{𝜖} — произвольная подстановка. Тогда матрицей подстановки 𝑀𝜎 назовем
матрицу 𝑐(𝜎(𝑎1)), 𝑐(𝜎(𝑎2)),
. . . , 𝑐(𝜎(𝑎𝑑))). Другими словами, 𝑀𝜎 = ||𝑐𝑖𝑗 ||𝑚×𝑑, где 𝑐𝑖𝑗 есть количество раз, которое символ
𝑏𝑖 встречается в слове 𝜎(𝑎𝑗).
Например, для вышеопределенной подстановки 𝜓:
𝑀𝜓 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
4 3 2 1 0
1 1 1 1 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
В терминах гомоморфизма абелизации и матрицы инцидентности, леммы 19 и 34 могут
быть переформулированы следующим образом.
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Лемма 35. Пусть 𝑝 ∈ 𝑉 ′ — периодическая точка или компонента.
Пусть 𝑐(𝑝)=𝑐(𝜌𝑝𝑒𝑟(𝑝)), а 𝑐
′(𝑝) = 𝑐(𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑝)). Тогда
𝑝𝑒𝑟(𝑝) =
10 * ((1, 1, 1, 1, 1) * 𝑐′(𝑝))
НОД(10, (1, 2, 3, 4, 5)) * 𝑐′(𝑝) .
Лемма 36. Пусть 𝐶𝑍′∪𝛽4(𝐶𝑉 ′) = {𝑐(𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑝)) | 𝑝 ∈ 𝑍 ′(𝑉 ′), 𝑝− периодическая компонента}.
Тогда 𝐶𝑉 ′ = {𝑀𝑘𝜓(𝑤) | 𝑤 ∈ 𝐶𝑍′∪𝛽4 , 𝑘 ∈ Z≥0}.
3.6. 𝑍 ′ ∪ 𝛽4: описание структуры
Леммы 32, 35 вкупе с фактом, что 𝛽4 есть периодическая компонента с кодом периода
𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝛽4) = 4, позволяет нам сосредоточить все внимание на 𝑍 ′.
Начнем со следующего замечания. Пусть 𝑍 ′1 есть треугольник 𝑃1𝑃3𝑄3, а 𝑍 ′2 есть семи-
угольник 𝐵33𝐵
3
2𝐵
3
1𝐵
4
0𝐵
4
9𝐵
4
8𝐵
4
7 , лежащий внутри 𝑍
′ «между» 𝛽3 и 𝛽4.
Лемма 37. 𝑍 ′ можно разбить на многоугольники-фигуры 𝑍 ′1 = 𝑃1𝑃3𝑄3, 𝛽3 и
𝑍 ′2 = 𝐵
3
3𝐵
3
2𝐵
3
1𝐵
4
0𝐵
4
9𝐵
4
8𝐵
4
7 ,
каждая из которых 𝑇 ′-инвариантна.
Доказательство. Утверждение про разбиение очевидно из рис. 4. Чтобы доказать ин-
вариантность, достаточно заметить, что:
 𝑍 ′1 и 𝑍 ′2 не имеют общих точек (даже на границе);
 𝑇 ′ делит 𝑍 ′1 на две связные фигуры 𝛼1 и 𝛼2, для каждой из которых 𝑇 ′ есть поворот
вокруг содержащейся в фигуре неподвижной точки (см. лемму 23);
 𝑇 ′ делит 𝑍 ′2 на две связные фигуры, являющиеся 𝛼′4 и треугольником 𝐵
3
1𝐵
4
0𝐵
3
2 , при-
чем 𝑇 ′(𝛼′4) есть открытый четырехугольник 𝐵31𝐵40𝐵49𝐵48 ⊂ 𝑍 ′2, а 𝑇 ′(int(𝐵31𝐵40𝐵32)) есть
открытый треугольник 𝐵32𝐵
4
7𝐵
3
3 ⊂ 𝑍 ′2 (по той же лемме 23)).
𝛽3 есть периодическая компонента с кодом периода 𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝛽3) = 3; оставшиеся периодические
и апериодические точки, компоненты и орбиты можно искать независимо в 𝑍 ′1 и 𝑍 ′2.
Рассмотрим преобразование 𝑇 ′ на фигуре 𝑍 ′2. Пусть 𝑋 ′2 есть открытый четырехугольник
𝐵33𝐵
4
9𝐵
4
8𝐵
4
7 . Пусть 𝑇
′
2 : 𝑋
′
2 → 𝑋 ′2 есть преобразование первого возвращения относительно 𝑇 ′.
Из рис. 6 очевидно следует доказательство следующей леммы.
Лемма 38. (i) 𝑇 ′2 делит 𝑋 ′2 на два открытых треугольника 𝑋 ′2𝑎 и 𝑋 ′2𝑏 (точный смысл
обозначений будет ясен позже) лучом 𝐵49𝐵
4
8 , причем 𝑋
′
2𝑎 имеет большую площадь; для
точек луча 𝐵49𝐵
4
8 внутри 𝑋
′
2 𝑇
′
2 не определено;
(ii) 𝑇 ′2(𝑋 ′2𝑎) есть поворот на угол
3𝜋
5 против часовой стрелки вокруг точки 𝑂
′
2𝑢 пересечения
биссектрис углов четырехугольника 𝑋 ′2, причем 𝑇 ′2(𝑋 ′2𝑎) = 𝑇 ′2(𝑋 ′2𝑎);
(iii) 𝑇 ′2(𝑋 ′2𝑏) есть поворот на угол
𝜋
5 против часовой стрелки вокруг точки 𝑂4, причем
𝑇 ′2(𝑋 ′2𝑏) = 𝑇
′(𝑋 ′2𝑏);
(iv) 𝑍 ′2 = 𝑋 ′2𝑎 ∪ 𝑇 ′(𝑋 ′2𝑎) ∪𝑋 ′2𝑏, причем границы всех упомянутых многоугольников состоят
из граничных точек.
Рассмотрим теперь 𝑍 ′1, а внутри него - открытый четырехугольник 𝑋 ′1, равный 𝐵11𝐵20𝐵29𝐵28 .
Пусть 𝑇 ′1 : 𝑋 ′1 → 𝑋 ′1 - преобразование первого возвращения относительно 𝑇 ′. Из все того же
рис. 6 очевидно следует доказательство следующей, аналогичной предыдущей, леммы.
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Рис. 6: Преобразования 𝑇 ′1, 𝑇 ′2: траектории первого возвращения
.
Лемма 39. (i) 𝑇 ′1 делит 𝑋 ′1 на два открытых треугольника 𝑋 ′1𝑎 и 𝑋 ′1𝑏 лучом 𝐵
2
8𝐵
2
9 ,
причем 𝑋 ′1𝑎 имеет большую площадь; для точек луча 𝐵28𝐵29 внутри 𝑋 ′1 𝑇 ′1 не определено;
(ii) 𝑇 ′1(𝑋 ′1𝑎) есть поворот на угол
3𝜋
5 по часовой стрелке вокруг точки 𝑂
′
1𝑢 пересечения
биссектрис углов четырехугольника 𝑋 ′1, причем 𝑇 ′1(𝑋 ′1𝑎) = 𝑇 ′5(𝑋 ′1𝑎);
(iii) 𝑇 ′1(𝑋 ′1𝑏) есть поворот на угол
𝜋
5 по часовой стрелке вокруг точки 𝑂2, причем
𝑇 ′1(𝑋 ′1𝑏) = 𝑇
′3(𝑋 ′2𝑏);
(iv) 𝑍 ′1 =
4⋃︀
𝑗=0
𝑇 ′𝑗(𝑋 ′1𝑎) ∪
2⋃︀
𝑗=0
𝑇 ′(𝑋 ′2𝑏) ∪ 𝛽1 ∪ 𝛽2, причем границы всех упомянутых многоуголь-
ников состоят из граничных точек.
Таким образом, любая периодическая или апериодическая траектория внутри 𝑍 ′1∖(𝛽1∪𝛽2)
или 𝑍 ′2 обязательно проходит через 𝑋 ′1 или 𝑋 ′2, причем на этой траектории не может суще-
ствовать больше четырех идущих подряд точек, не лежащих внутри 𝑋 ′1 или 𝑋 ′2. Отсюда и из
того факта, что 𝛽1, 𝛽2 суть периодические компоненты, очевидно следует
Лемма 40. (i) Пусть 𝑝 ∈ 𝑋 ′𝑗, 𝑗 = 1, 2. Тогда 𝑝 граничная (периодическая, апериодиче-
ская) относительно 𝑇 ′, если и только если 𝑝 граничная (периодическая, апериодическая)
относительно 𝑇 ′𝑗;
(ii) Апериодическая точка внутри 𝑍 ′ существует, если и только если такая точка суще-
ствует внутри 𝑋 ′1 или 𝑋 ′2;
(iii) Периодические точки образуют в 𝑍 ′ множество полной меры, если и только если эти
точки образуют множество полной меры в 𝑋 ′1 и 𝑋 ′2.
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3.7. Преобразования первого возвращения и динамическая система (𝑋, 𝑓)
Согласно лемме 40, изучение проблем периодичности сведено к преобразованиям 𝑇 ′1 и 𝑇 ′2
на фигурах 𝑋 ′1 и 𝑋 ′2. Заметим, что преобразования 𝑇 ′1 и 𝑇 ′2 «одинаковы» с точностью до
симметрии, что дает возможность изучить их одновременно. Для этого рассмотрим произ-
вольный открытый четырехугольник 𝑋 = 𝐴𝐵𝐶𝐷 ⊂ R2, вершины которого перенумерованы
против часовой стрелки, подобный 𝑋 ′2 = 𝐵33𝐵49𝐵48𝐵47 и 𝑋 ′1. Введем также такие аффинные
преобразования плоскости Δ1,Δ2, что Δ1(𝑋) = 𝑋 ′1, Δ2(𝑋) = 𝑋 ′2, причем:
 Δ1(𝐴) = 𝐵
1
1 , Δ1(𝐵) = 𝐵
2
8 , Δ1(𝐶) = 𝐵
2
9 , Δ1(𝐷) = 𝐵
2
0 ;
 Δ2(𝐴) = 𝐵
3
3 , Δ2(𝐵) = 𝐵
4
9 , Δ2(𝐶) = 𝐵
4
8 , Δ2(𝐷) = 𝐵
4
7 .
Отметим, что Δ1 меняет ориентацию, а Δ2 - нет.
Пусть теперь 𝐸 есть пересечение прямых 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷, а 𝐹 — пересечение прямых 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷.
Введем кусочно-аффинное (а точнее, «кусочно-вращающее») преобразование 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, т.ч.:
 если 𝑝 ∈ int(𝐴𝐵𝐸), то 𝑓(𝑝) есть поворот плоскости, переводящий треугольник 𝐴𝐵𝐸 в
треугольник 𝐹𝐷𝐴;
 если 𝑝 ∈ int(𝐶𝐸𝐷), то 𝑓(𝑝) есть поворот плоскости, переводящий треугольник 𝐶𝐸𝐷 в
треугольник 𝐵𝐹𝐶;
 если 𝑝 ∈ 𝜕(𝐴𝐵𝐸) ∪ 𝜕(𝐶𝐸𝐷), то 𝑓(𝑝) не определено.
Фигура 𝑋 и преобразование 𝑓 изображены на рис. 7.
Рис. 7: Фигура 𝑋 и преобразованиe 𝑓 : траектории первого возвращения
.
Очевидным образом вводятся также понятия граничности, периодичности и апериодич-
ности и периодической компоненты внутри 𝑋 относительно 𝑓 . Более того, для неграничной
точки 𝑝 ∈ 𝑋 введем также код 𝜌𝑋(𝑝) = . . . 𝑤−2𝑤−1𝑤0𝑤1𝑤2 . . ., т.ч. ∀𝑗 ∈ Z, 𝑤𝑗 ∈ {𝑎, 𝑏}, причем
 𝑎, если 𝑓 𝑗 ∈ int(𝐴𝐵𝐸);
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 𝑏, если 𝑓 𝑗 ∈ int(𝐶𝐸𝐷).
Здесь {𝑎, 𝑏} есть двухбуквенный алфавит.
Из структуры 𝑋, 𝑓,𝑋 ′1, 𝑇 ′1, 𝑋 ′2, 𝑇 ′2 и лемм 39, 38 следует лемма, иллюстрирующая оконча-
тельное сведение задачи к фигуре Х.
Лемма 41. Пусть 𝑝 ∈ 𝑋, 𝑞1 = Δ1(𝑝), 𝑞2 = Δ2(𝑝). Тогда:
 𝑝 граничная (периодическая, апериодическая) относительно 𝑓 , если и только если 𝑞𝑗,
𝑗 = 1, 2, граничные (периодические, апериодические) относительно 𝑇 ′;
 Для каждой из проблем периодичности, ответ для 𝑋 ′1 и 𝑋 ′2 относительно 𝑇 ′ положи-
тельный, если и только если ответ для 𝑋 относительно 𝑓 положительный;
 если 𝑝 периодическая или апериодическая, то:
– 𝜌′(𝑞1) = 𝜑1(𝜌𝑋(𝑝)), где 𝜑1 : {𝑎, 𝑏} → {1, 2, 3, 4, 5}* - подстановка, т.ч. 𝜑1(𝑎) = 22211,
𝜑1(𝑏) = 222;
– 𝜌′(𝑞2) = 𝜑2(𝜌𝑋(𝑝)), где 𝜑2 : {𝑎, 𝑏} → {1, 2, 3, 4, 5}* - подстановка, т.ч. 𝜑2(𝑎) = 43,
𝜑2(𝑏) = 4.
 если 𝑝 периодическая, то 𝜌′𝑝𝑒𝑟(𝑞𝑗) = 𝜑𝑗(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑝)), 𝑗 = 1, 2;
 пусть 𝐶𝑋 = {𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑝))|𝑝 ⊂ 𝑋, 𝑝 - периодическая компонента}. Тогда
𝐶𝑍′∪𝛽4 = {𝑀𝜑𝑗 (𝑤)|𝑤 ∈ 𝐶𝑋 , 𝑗 = 1, 2}∪
∪{(︀1 0 0 0 0)︀𝑇 , (︀0 1 0 0 0)︀𝑇 , (︀0 0 1 0 0)︀𝑇 , (︀0 0 0 1 0)︀𝑇 }.
3.8. Фигура X: базовые периодические компоненты
В следующих нескольких разделах будут исследоваться введенные в предыдущем разде-
ле фигура 𝑋 и преобразование 𝑓 на ней. Динамическая система (𝑋, 𝑓) возникла в работе
С.Табачникова [3], ибо в случае внешнего биллиарда вне правильного пятиугольника дина-
мическая система, аналогичная (𝑍 ′, 𝑇 ′) для случая десятиугольника, изоморфна (𝑋, 𝑓); как
следствие, (𝑋, 𝑓) была тщательно изучена. Тем не менее, для полноты картины мы проведем
исследование для системы (𝑋, 𝑓) «с нуля».
Пусть 𝑂𝑎 есть точка пересечения биссектрис углов 𝐴𝐵𝐸 и 𝐹𝐷𝐴. В силу симметрии оче-
видно, что 𝑂 лежит также и на отрезке 𝐴𝐶, также являющемся частью биссектрисс углов
𝐵𝐴𝐷 и 𝐸𝐶𝐹 . Отсюда следует, что существует открытый десятиугольник 𝜔𝑎 с центром в 𝑂𝑎,
вписанный в четырехугольник 𝐴𝐹𝐶𝐸. Более того, так как угол 𝐹𝐶𝐸 по построению равен
3𝜋
5 , углу правильного десятиугольника, то одна из вершин 𝜔𝑎 совпадает с вершиной этого уг-
ла, т.е. точкой 𝐶. Обозначим вершины 𝜔𝑎 𝑊0,𝑊1, . . . ,𝑊9, нумеруя вершины против часовой
стрелки таким образом, что 𝑊3 = 𝐶. Тогда точки 𝑊2, 𝑊4 лежат соответственно на отрезках
𝐹𝐶 и 𝐶𝐸, а отрезки 𝑊6𝑊7 и 𝑊9𝑊0 - на отрезках 𝐷𝐴 и 𝐴𝐵.
Важность десятиугольника 𝜔𝑎 иллюстрирует следующая лемма.
Лемма 42. (i) 𝑓(𝑂𝑎) = 𝑂𝑎;
(ii) 𝑓(𝜔𝑎) = 𝜔𝑎;
(iii) 𝜕𝜔𝑎 состоит из граничных точек;
(iv) 𝜔𝑎 есть периодическая компонента относительно 𝑓 с кодом периода 𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝜔𝑎) = 𝑎.
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Доказательство. Из определения 𝑓 следует, что 𝑓 переводит биссектрису угла 𝐴𝐵𝐸
в биссектрису угла 𝐹𝐷𝐴, а точку 𝑂𝑎 - в точку 𝑓(𝑂𝑎), лежащую на биссектрисе угла 𝐹𝐷𝐴,
причем |𝐴𝑂𝑎| = |𝐶𝑓(𝑂𝑎)|; из симметрии 𝑋 и определения 𝑂𝑎 следует, что 𝑂𝑎 = 𝑓(𝑂𝑎), что
доказывает п.1.
Так как 𝑂𝑎 = 𝑓(𝑂𝑎), то для треугольника 𝐴𝐵𝐸 𝑓 есть поворот на угол 3𝜋5 . Тогда п.2 леммы
верен уже потому, что 𝜔𝑎 есть правильный десятиугольник с центром в 𝑂𝑎, целиком лежащий
в треугольника 𝐴𝐵𝐸. Более того, при таком повороте стороны 𝜔𝑎 переходят друг в друга,
перескакивая против часовой стрелки через две стороны на третью. Так как числа 3 и 10 вза-
имно просты, то при последовательном применении поворота каждая из сторон 𝜔𝑎 побывает
каждой. Так как одна из сторон 𝜔𝑎 лежит на отрезке 𝐶𝐹 , для которой 𝑓 не определено, то
все стороны 𝜔𝑎 состоят из граничных точек, и п.3 доказан. П.4 следует напрямую из пп.2,3.
Так как 𝑇 (int(𝐶𝐸𝐷)) ⊂ int(𝐴𝐵𝐸), то апериодических компонент с кодом периода 𝑏 для
(𝑋, 𝑓) нет. Однако рассмотрим точку 𝑂𝑎𝑏, являющуюся точкой пересечения биссектрис тре-
угольника 𝐶𝐸𝐷. Пусть 𝐺 есть точка пересечения отрезка 𝐶𝐸 и луча 𝑊6𝑊5, а 𝐻 = точка
пересечения лучей 𝑊0𝑊1 и отрезка 𝐹𝐶. В силу симметрии относительно биссектрисы 𝐷𝑂𝑎
угла 𝐶𝐷𝐸, получаем, что 𝑂𝑎𝑏 лежит также и на биссектрисе угла 𝐺𝐵6𝐷.
По определению, 𝑓(int(𝐶𝐸𝐷)) = int(𝐵𝐹𝐶); очевидно, что 𝑂𝑏𝑎 перейдет в точку 𝑂𝑎𝑏 пересе-
чения биссектрис треугольников𝐵𝑊0𝐻 и𝐵𝐹𝐶. С другой стороны, 𝑓(int(𝐵𝐹𝐶)) = int(𝐷𝐺𝑊6),
причем точкой пересечения биссектрис треугольника 𝐷𝐺𝑊6 является 𝑂𝑏𝑎. Следовательно,
𝑓2(𝑂𝑏𝑎) = 𝑂𝑏𝑎.
Более того, так как 𝐶𝐸𝐷 есть равнобедренный треугольник с углом 3𝜋5 при вершине 𝐸, то
существует открытый правильный пятиугольник 𝜔𝑏𝑎 с центром в 𝑂𝑏𝑎, вписанный в треуголь-
ник 𝐶𝐸𝐷. Так как 𝑓2(𝐶𝐸𝐷) есть поворот на угол 4𝜋5 вокруг точки 𝑂𝑏𝑎, то 𝑓
2(𝜔𝑏𝑎) = 𝜔𝑏𝑎, а
стороны 𝜔𝑏𝑎 при последовательном применении 𝑓2 «перескакивают» через одну и рано или
поздно попадут на отрезок 𝐶𝐷 либо 𝐷𝐸. Аналогичными свойствами обладает и пятиугольник
𝜔𝑎𝑏 = 𝑓(𝜔𝑏𝑎).
Подведем итог предыдущих абзацев следующей, вытекающей из вышесказанного, леммой.
Лемма 43. (i) 𝑓(𝑂𝑏𝑎) = 𝑂𝑎𝑏, 𝑓(𝑂𝑎𝑏) = 𝑂𝑏𝑎;
(ii) 𝑓(𝜔𝑏𝑎) = 𝜔𝑎𝑏, 𝑓(𝜔𝑎𝑏) = 𝜔𝑏𝑎;
(iii) 𝜔𝑏𝑎(𝜔𝑎𝑏) есть периодическая компонента относительно 𝑓 с кодом периода 𝑏𝑎 (𝑎𝑏).
3.9. Фигура Х: самоподобие 2
Пусть Γ : R2 → R2 — такое аффинное преобразование, что Γ(𝐴) = 𝐴, Γ(𝐵) = 𝑊7,
Γ(𝐶) = 𝑊8, Γ(𝐷) = 𝑊9; другими словами, Γ есть композиция сжатия в
|𝐴𝐵|
𝐴𝑊9
раз с центром
в точке 𝐴 и осевой симметрии относительно биссектрисы 𝐴𝐶 угла 𝐵𝐴𝐷. Пусть 𝑋Γ = Γ(𝑋).
Пусть 𝑓Γ : 𝑋Γ → 𝑋Γ есть преобразование первого возвращения на 𝑋Γ относительно 𝑓 (см.
определение 14 аналогичного преобразование первого возвращения на 𝛼5 относительно 𝑇 ′).
Самоподобие системы (𝑋, 𝑓) устанавливает следующая лемма.
Лемма 44. Пусть 𝑝 ∈ 𝑋, и 𝑞 = Γ(𝑝). Тогда:
 𝑓Γ(𝑞) определено, если и только если 𝑓(𝑝) определено;
 в случае, если 𝑓(𝑝) определено, 𝑓Γ(𝑞) = Γ(𝑓(𝑝));
 если 𝑝 ∈ int(𝐴𝐵𝐸), то 𝑓Γ(𝑞) = 𝑓7(𝑞), а если 𝑝 ∈ int(𝐶𝐸𝐷), то 𝑓Γ(𝑞)𝑓3(𝑞).
Доказательство ясно из рисунка 8, на котором изображены открытые треугольники
𝑓 𝑖(Γ(int(𝐴𝐵𝐸))), 𝑖 = 0, 1, . . . , 6, а также открытые треугольники 𝑓 𝑗(Γ(int(𝐶𝐸𝐷))), 𝑗 = 0, 1, 2.
Аналогично лемме 27 можно доказать и следующую лемму.
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Рис. 8: Фигура 𝑋 и преобразованиe 𝑓Γ: траектории первого возвращения
.
Лемма 45. Пусть 𝑝 ∈ 𝑋, 𝑞 = Γ(𝑝). Тогда 𝑝 граничная (периодическая, апериодическая),
если и только если 𝑞 граничная (периодическая, апериодическая).
Введем теперь еще несколько определений.
Определение 23. Пусть 𝑞 ∈ 𝑋. Тогда рангом 𝑟𝑘(𝑞) точки 𝑞 назовем максимальное
целое неотрицательное число 𝑘, т.ч Γ−𝑘(𝑞) ∈ 𝑋.
Определение 24. Пусть 𝑞 ∈ 𝑋 — периодическая точка. Тогда рангом орбиты 𝑟𝑘𝑜(𝑞)
назовем число
𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟−1
max
𝑗=0
𝑟𝑘(𝑓 𝑗(𝑞)).
Лемма 46. Пусть 𝑞 ∈ 𝑋 - периодическая точка, и 𝑟𝑘(𝑞) = 𝑟𝑘𝑜(𝑞) = 𝑘 > 0. Тогда
𝑟𝑘(𝑝) = 𝑟𝑘𝑜(𝑝) = 𝑘 − 1, где 𝑝 = Γ−1(𝑞).
Доказательство. По лемме 45 𝑝 также периодическая; пусть ее период относительно 𝑓
равен 𝑙. Тогда по лемме 44: ∀𝑗, 0 ≤ 𝑗 < 𝑙 : 𝑓 ′𝑗(𝑞) = Γ(𝑓 𝑗(𝑝))), причем 𝑓 ′𝑙(𝑞) = 𝑞. Согласно опреде-
лениям 𝑓 ′ и ранга, среди точек орбиты точки 𝑞 относительно 𝑓 только точки {𝑓 ′𝑗(𝑞), 0 ≤ 𝑗 < 𝑙}
обладают отличным от нуля рангом, причем ∀𝑗 ∈ [0, 𝑙): 𝑟𝑘(𝑓 ′𝑗(𝑞)) = 1 + 𝑟𝑘(𝑓 𝑗(𝑝)). Следова-
тельно, 𝑟𝑘𝑜(𝑝) = 𝑟𝑘(𝑝) = 𝑘 − 1, QED.
Из леммы 46 следует следующая, аналогичная лемме 31, лемма.
Лемма 47. Любая периодическая точка (компонента) 𝑞 ∈ (⊂)𝑋 может быть представ-
лена в виде 𝑞 = 𝑓 𝑙(Γ𝑘(𝑝)), где 𝑝 ∈ (⊂)𝑋∖Γ(𝑋), 𝑝 — периодическая точка ранга 0 (𝑝 ∈ {𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎},
𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0.
Доказательство. «Точечная» часть очевидно следует из леммы 46. «Компонентная»
же часть леммы 47 следует из того, что граница (𝜕Γ(𝑋)) ∩ 𝑋 состоит лишь из граничных
точек. Из этого же утверждения следует, что понятия ранга и ранга орбиты могут быть есте-
ственным образом обобщены и на периодические компоненты внутри 𝑋. Из рис. 8 следует,
что периодическими компонентами ранга 0 являются правильные многоугольники 𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎 и
𝜔𝑎𝑏 = 𝑓(𝜔𝑏𝑎), ибо все периодические точки 𝑋, не принадлежащие 𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎, 𝜔𝑎𝑏 лежат на траек-
ториях возвращения 𝑓 в Γ(𝑋).
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3.10. Доказательство теоремы 1
В данном разделе мы установим существование апериодической точки для системы (𝑋, 𝑓);
как следует из лемм 41, 32, 16, этого будет достаточно для доказательства теоремы 1.
Пусть Γ1 = Γ ∘ 𝑓−1 ∘ Γ ∘ 𝑓 ; заметим, что последовательность 𝑋,Γ1(𝑋),Γ21(𝑋),Γ31(𝑋), . . .
есть последовательность вложенных друг в друга четырехугольников, которая сходится к
некоторой точке 𝑝inf , лежащей строго внутри каждого из Γ
𝑗
1(𝑋), 𝑗 ∈ Z≥0.
Лемма 48. Точка 𝑝inf не является периодической точкой.
Доказательство. Пусть 𝑝inf — периодическая точка. Из леммы 9, а также, строго го-
воря, лемм 16, 41 следует, что существует открытый многоугольник 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝), содержащий 𝑝
и состоящий из периодических точек. Однако заметим, что если включить в 𝑋 его границу и
объявить точки 𝜕𝑋 граничными (например, зафиксировав 𝑓 неопределенным для этих точек),
то тогда лемма 45 будет выполнена как для Γ, так и для, очевидно, Γ1. Следовательно, грани-
цы всех многоугольников Γ𝑗1(𝑋), 𝑗 ∈ Z≥0, состоят лишь из граничных точек, а в силу того, что
периметр многоугольников Γ𝑗1(𝑋) стремится к нулю, эти границы подходят к 𝑝inf бесконечно
близко, что противоречит существованию 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑝). Следовательно, 𝑝inf не есть периодическая,
QED.
Лемма 49. Точка 𝑝inf не является граничной.
Доказательство. Пусть 𝑝inf граничная. Тогда из леммы 2 (и, конечно, лемм 16, 32, 41)
следует, существует открытый отрезок 𝑠𝑒𝑔, содержащий 𝑝inf и состоящий лишь из граничных
точек. Без ограничения общности можно считать, что длина этого отрезка равна 2𝑙, 𝑙 > 0, а
𝑝inf — его середина.
Рассмотрим последовательность периодических компонент 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, . . . , т.ч. 𝐶0 = 𝜔𝑎,
𝐶1 = 𝑓(Γ(𝜔𝑎)), и ∀𝑘 ∈ Z≥2: 𝐶𝑘 = Γ1𝐶𝑘−2. Из рис. 9 и того факта, что 𝑝𝑖𝑛𝑓 лежит строго внутри
Γ1(𝑋) следует, что независимо от направления, как минимум один из лучей — продолжений
отрезка 𝑠𝑒𝑔 пересекает как минимум одну из открытых компонент 𝐶0, 𝐶1, причем расстояние
от 𝑝inf до точки пересечения не превосходит 𝑑, где 𝑑 = sup
𝑞∈𝐶0∪𝐶1
|𝑝inf𝑞| (здесь |𝑝𝑞| есть длина
отрезка, соединяющего точки 𝑝, 𝑞 ∈ R2); следовательно, 𝑙 ≤ 𝑑. С другой стороны, Γ1 есть
композиция поворота вокруг точки 𝑝inf и сжатия плоскости в 𝜆 = |𝐴𝑊9|/|𝐴𝐵| < 1 с центром
в 𝑝inf ; следовательно, один из вышеописанных лучей пересекает и одну из компонент 𝐶2, 𝐶3,
причем расстояние от 𝑝inf до точки пересечения не превосходит 𝜆2𝑑; отсюда получаем, что
𝑙 ≤ 𝜆𝑑. Повторяя данное рассуждение, можно показать по индукции, что ∀𝑘 ∈ N: 𝑙 ≤ 𝜆2𝑘𝑑;
следовательно, 𝑙 ≤ 0, что приводит нас к противоречию.
Согласно леммам 48, 49, 𝑝inf не может быть ни периодической, ни граничной; следователь-
но, 𝑝inf есть апериодическая точка системы (𝑋, 𝑓), что завершает доказательство теоремы
1.
3.11. Доказательство теоремы 2
Для доказательства теоремы 2 введем пару определений.
Определение 25. Пусть 𝑊 ⊂ R2 — многоугольник. Тогда разбиением 𝑊 назовем ко-
нечное множество многоугольников 𝒲 = {𝑊1,𝑊2, . . . ,𝑊𝑘}, 𝑘 ∈ Z+, т.ч.:
 𝑊 =
𝑘⋃︀
𝑗=1
𝑊𝑗;
 ∀𝑖, 𝑗, 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘: int(𝑊𝑖) ∩ int(𝑊𝑗) = ∅.
432 Ф. Д. Рухович
Рис. 9: Преобразование Γ и начало последовательности (𝐶𝑖)
Определение 26. Пусть 𝑊 ⊂ R2 — многоугольник, а 𝒲1,𝒲2 - его разбиения. Тогда 𝒲2
является подразбиением 𝒲1, если ∀𝑄 ∈ 𝒲2 ∃𝑃 ∈ 𝒲1: 𝑄 ⊂ 𝑃 .
Другими словами, подразбиение разбиения 𝒲1 есть объединение разбиений многоуголь-
ников, входящих в состав 𝒲1.
С разбиениями связана следующая простая лемма.
Лемма 50. Пусть 𝑊 есть произвольный многоугольник. Рассмотрим последователь-
ность (𝒲 𝑙)𝑙∈Z+ разбиений 𝑊 на конечное число многоугольников, устроенную следующим
образом:
(i) ∀𝑙 ∈ Z+: 𝒲 𝑙+1 есть подразбиение 𝒲 𝑙;
(ii) каждый встречающийся в хотя бы одном из разбиений последовательности (𝒲 𝑙)𝑙∈Z+
многоугольник в каждом разбиении покрашен в зеленый или красный цвет, причем
этот цвет может зависеть от конкретного разбиения;
(iii) ∀𝑙 ∈ Z+: если 𝐴 ∈ 𝒲 𝑙 и 𝐴 — красный в разбиении 𝒲 𝑙, то 𝐴 ∈ 𝒲 𝑙+1 и 𝐴 — красный в
разбиении 𝒲 𝑙+1;
(iv) существуют числа 𝜖 ∈ R+ и 𝑘 ∈ Z+ такие, что для любого 𝑙 ∈ Z+ и любого зеленого
многоугольника 𝑈 ∈ (𝑊 𝑙), гарантируется, что в 𝑙 + 𝑘-ом разбиении красные фигуры,
лежащие внутри 𝑈 , обладают суммарной площадью не меньшей, чем 𝜖𝐴, где 𝐴 есть
площадь фигуры 𝑈 .
Тогда объединение участвующих в разбиениях красных фигур образует в 𝑊 множество
полной меры.
Доказательство. Обозначим за 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑈) площадь произвольного многоугольника 𝑈 .
Пусть 𝑅𝑒𝑑𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙), 𝑙 ∈ Z+, есть суммарная площадь красных фигур, участвующих в разбиении
𝒲 𝑙; аналогично определим 𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙) (очевидно, что
∀𝑙 ∈ Z+ : 𝑅𝑒𝑑𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙) +𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙) = 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑊 )).
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Из условия 3 следует, что последовательность (𝑅𝑒𝑑𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙)) неубывает с ростом 𝑙, а
(𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙)) невозрастает. С другой стороны, из условия 4 следует, что ∀𝑙 ∈ Z+:
𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙 + 𝑘) ≤ (1 − 𝜖) * 𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙). Так как 𝜖 > 0, то 𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑙) →
𝑙→+∞
0. Это
означает, что ∀𝛿 ∈ R+: все точки многоугольника 𝑊 , которые не лежат ни в одном из крас-
ных многоугольников, могут быть покрыты зелеными многоугольниками разбиения 𝒲 𝑙𝛿 , где
𝑙𝛿 таково, что суммарная площадь этих многоугольников не превосходит 𝛿. Таким образом,
дополнение в 𝑊 к объединению всех красных фигур образует множество меры нуль, QED.
С помощью леммы 50 докажем полноту меры периодических точек в системе (𝑋, 𝑓); этого,
как следует из лемм 41, 32, 16 будет достаточно для доказательства теоремы 2.
Лемма 51. Периодические относительно преобразования 𝑓 точки образуют в 𝑋 мно-
жество полной меры.
Доказательство. Используем лемму 50. Рассмотрим последовательность раскрашенных
в красный и зеленый цвета разбиений (𝒳 𝑙)𝑙∈Z+ многоугольника 𝑋, устроенную следующим
образом:
 (𝒳 1) состоит из двух красных треугольников 𝐴𝐵𝐸 и 𝐶𝐸𝐷;
 ∀𝑙 ∈ Z+: 𝒳 𝑙+1 = {
⋃︀{𝑓 𝑗(Γ(int(𝑃 )))}|𝑃 ∈ 𝒳 𝑙, 0 ≤ 𝑗 < 𝑡(𝑃 )} ∪ {𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎, 𝜔𝑎𝑏}; здесь 𝑡(𝑃 ) есть
минимальное такое 𝑡 ∈ Z+, что 𝑓𝑡(int(𝑃 )) ⊂ Γ(𝑋);
 в терминах предыдущего пункта, многоугольник 𝑓 𝑗(Γ((int(𝑃 ))) зеленый в разбиении
(𝒳 )𝑙+1, если и только если 𝑃 зеленое в разбиении (𝒳 )𝑙;
 фигуры 𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎, 𝜔𝑎𝑏 являются красными во всех разбиениях, в которых участвуют.
Из рис. 10 очевидно следует, что 𝒳 2 есть разбиение 𝑋; тот же факт, что 𝒳 𝑙 является раз-
биением для любого 𝑙 ∈ Z, легко доказать по индукции. Более того, на основе леммы 44 также
можно вывести по индукции, что в разбиении 𝒳 𝑙, 𝑙 ∈ Z+, все красные многоугольники являют-
ся периодическими компонентами (точнее, их замыканиями), а зеленые являются траектори-
ями первого возвращения в Γ𝑙−1(𝑋) относительно 𝑓 открытых треугольников Γ𝑙−1(int(𝐴𝐵𝐸))
и Γ𝑙−1(int(𝐶𝐸𝐷)).
Из вышесказанного очевидно, что выполнены условия 1-3 леммы 50. Условие 4 той же
леммы также выполнено; это следует из того, что при переходе от 𝒳 𝑙 к 𝒳 𝑙+1, 𝑙 ∈ Z+, верно:
 ∀𝑃 ∈ 𝒳 𝑙 т.ч. 𝑃 - зеленый в 𝒳 𝑙, и 𝑃 = 𝑓 𝑗(Γ𝑙−1(int(𝐴𝐵𝐸)), 𝑗 ∈ Z≥0: многоугольники
𝑃𝑎 = 𝑓 𝑗(Γ𝑙(𝜔𝑎)) и 𝑃𝑎𝑏 = 𝑓 𝑗(Γ𝑙(𝜔𝑎𝑏)) таковы, что:
– 𝑃𝑎, 𝑃𝑎𝑏 ⊂ 𝑃 ;
– 𝑃𝑎, 𝑃𝑎𝑏 - красные многоугольники в 𝒳 𝑙+1;
– 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑃𝑎∪𝑃𝑎𝑏)𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑃 ) =
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝜔𝑎∪𝜔𝑎𝑏)
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐵𝐸) ;
 ∀𝑃 ∈ 𝒳 𝑙 т.ч. 𝑃 - зеленый в 𝒳 𝑙, и 𝑃 = 𝑓 𝑗(Γ𝑙−1(int(𝐶𝐸𝐷)), 𝑗 ∈ Z≥0: многоугольник
𝑃𝑏𝑎 = 𝑓 𝑗(Γ𝑙(𝜔𝑏𝑎)) таков, что:
– 𝑃𝑏𝑎 ⊂ 𝑃 ;
– 𝑃𝑏𝑎 - красные многоугольники в 𝒳 𝑙+1;
– 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑃𝑏𝑎)𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑃 ) =
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝜔𝑏𝑎)
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐶𝐸𝐷) .
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Рис. 10: Разбиения 𝒳 1, 𝒳 2, 𝒳 3, 𝒳 4
Таким образом, условие 4 леммы 50 выполнено, если взять 𝑘 = 1 и
𝜖 = min(
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝜔𝑎 ∪ 𝜔𝑎𝑏)
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐵𝐸)
,
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝜔𝑏𝑎)
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐶𝐸𝐷)
).
Следовательно, все условия леммы 50, а согласно этой лемме, красные многоугольники, яв-
ляющиеся замыканиями периодических компонент, образуют в 𝑋 множество полной меры.
Строго говоря, периодические компоненты - это открытые многоугольники, отличающиеся от
своих замыканий; однако тот факт, что объединение замыканий счетного числа открытых мно-
гоугольников отличается от объединения счетного числа тех же открытых многоугольников
лишь множеством точек меры нуль (ибо это счетное число отрезков), завершает доказатель-
ство леммы.
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3.12. Нахождение абелизаций кодов периодов периодических компонент для
(𝑋, 𝑓)
В следующих нескольких разделах мы найдем множество периодов точек для внешне-
го биллиарда 𝑇 вне правильного десятиугольника 𝛾. Мы будем действовать по следующему
плану. В этом разделе, мы найдем множество
𝐶𝑋 = {𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑝))|𝑝 ⊂ 𝑋, 𝑝 — периодическая компонента},
где 𝑐(𝑤) : {𝑎, 𝑏}* → Z2≥0 есть гомоморфизм абелизации, определенный аналогично определе-
нию 21. После этого, с помощью леммы 41 мы вычислим аналогичным образом определенное
множество 𝐶𝑍′∪𝛽4 . На следующем шаге, по лемме 36 мы найдем 𝐶𝑉 ′ ; затем, по лемме 35 вы-
числим и множество всевозможных периодов компонент 𝐵 для 𝑇 вне Γ. Наконец, согласно
лемме 12, преобразуем множество 𝐵 в 𝐵2, просто добавив в 𝐵 удвоения всех нечетных чисел
в 𝐵.
Пусть 𝜎 : {𝑎, 𝑏} → {𝑎, 𝑏}* — подстановка, т.ч. 𝜎(𝑎) = 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎, 𝜎(𝑏) = 𝑎𝑎𝑎. Из рис. 8 очевидно
доказательство следующей леммы, являющейся уточнением третьего пункта леммы 44.
Лемма 52. Пусть 𝑝 ⊂ 𝑋 — периодическая компонента, и пусть 𝑞 = Γ(𝑝). Тогда
𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑞) = 𝜎(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑝)).
Очевидно, лемма 52 могла бы быть сформулирована и для периодической или апериоди-
ческой точки 𝑝 ∈ 𝑋 и ее кода 𝜌𝑋(𝑝); однако для наших целей достаточно ограничиться лишь
периодическими компонентами.
Из леммы 47 и того факта, что если 𝑝 ⊂ 𝑋 — периодическая компонента, то и 𝑓(𝑝) —
периодическая компонента, причем 𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑝)) = 𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑓(𝑝))) следует, что
𝐶𝑋 = {𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(Γ𝑙(𝜔)))|𝑙 ∈ Z≥0, 𝜔 ∈ {𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎}}.
Пусть 𝑀𝜎 — матрица подстановки 𝜎. Согласно определению 𝜎, 𝑀𝜎 =
(︂
5 3
2 0
)︂
, и ес-
ли 𝑝 ⊂ 𝑋 — периодическая компонента, то 𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(Γ(𝑝))) = 𝑀𝜎𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝑝)). Следовательно,
𝐶𝑋 = {𝑀 𝑙𝜎𝑐(𝜌𝑋𝑝𝑒𝑟(𝜔))|𝜔 ∈ {𝜔𝑎, 𝜔𝑏𝑎}} = {𝑀 𝑙𝜎𝑔|𝑔 ∈ {( 10 ) , ( 11 )}} (ибо 𝑐(𝜔𝑎) = ( 10 ), 𝑐(𝜔𝑏𝑎) = ( 11 ) ).
С другой стороны, легко получить с помощью линейной алгебры и доказать по индукции,
что ∀𝑥, 𝑦 ∈ R, 𝑙 ∈ Z≥0: 𝑀 𝑙𝜎 ( 𝑥𝑦 ) = 𝑥−3𝑦7 (−1)𝑙
(︀
1−2
)︀
+ 𝑦+2𝑥7 6
𝑙 ( 31 ). Подставляя в качестве (
𝑥
𝑦 )
векторы ( 10 ) , (
1
1 ), получаем следующую лемму.
Лемма 53. 𝐶𝑋 = {17
(︂
6 * 6𝑙 + (−1)𝑙
2 * 6𝑙 − 2 * (−1)𝑙
)︂
, 17
(︂
9 * 6𝑙 − 2 * (−1)𝑙
3 * 6𝑙 + 4 * (−1)𝑙
)︂
|𝑙 ∈ Z≥0}.
3.13. Нахождение абелизаций кодов периодических компонент для (𝑉 ′, 𝑇 ′)
. Вычислим 𝐶𝑍′∪𝛽4 и 𝐶𝑉 ′ . С помощью леммы 41, напрямую получаем следующую лемму.
Лемма 54. 𝐶𝑍′∪𝛽4 = {17
⎛⎝ 12*6𝑙+2*(−1)𝑙24*6𝑙−3*(−1)𝑙
0
0
0
⎞⎠ , 17
⎛⎝ 18*6𝑙−4*(−1)𝑙36*6𝑙+6*(−1)𝑙
0
0
0
⎞⎠ ,
1
7
⎛⎝ 006*6𝑙+(−1)𝑙
8*6𝑙−(−1)𝑙
0
⎞⎠ , 17
⎛⎝ 009*6𝑙−2*(−1)𝑙
12*6𝑙+2*(−1)𝑙
0
⎞⎠ ,(︃ 100
0
0
)︃
,
(︃
0
1
0
0
0
)︃
,
(︃
0
0
1
0
0
)︃
,
(︃
0
0
0
1
0
)︃
|𝑙 ∈ Z≥0}.
Чтобы вычислить 𝐶𝑉 ′ , воспользуемся леммой 36, согласно которой, каждый вектор из
𝐶𝑍′∪𝛽4 нужно домножить слева на матрицу 𝑀𝜓 произвольное число раз.
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Пусть 𝐶1𝑉 ′ = {𝑀𝜓𝑤 | 𝑤 ∈ 𝐶𝑍′∪𝛽4}. Из устройства 𝑀𝜓 следует, что первые три компоненты
векторов 𝐶1𝑉 ′ нулевые. В силу этого, введем преобразования 𝑝𝑟25 : R
2 → R5, т.ч. ∀𝑢, 𝑣 ∈ R:
𝑝𝑟25 (
𝑢
𝑣 ) =
(︃
0
0
0
𝑢
𝑣
)︃
, и 𝑝𝑟52 = 𝑝𝑟
−1
25 ; пусть 𝐶
1
𝑉 ′2 = 𝑝𝑟52(𝐶
1
𝑉 ′).
Также введем вспомогательную матрицу 𝑀𝜓1 = 1 01 1 . Очевидно, коэффициенты подобраны
таким образом, что ∀𝑤 ∈ R2: 𝑀𝜓𝑝𝑟25(𝑤) = 𝑝𝑟25(𝑀𝜓1𝑤).
Используя вышесказанное, лемму 36 можно записать в виде:
𝐶𝑉 ′ = 𝐶𝑍′∪𝛽4 ∪ {𝑝𝑟25(𝑀𝑘𝜓1𝑤 )| 𝑤 ∈ 𝐶1𝑉 ′2, 𝑘 ∈ Z≥0}.
Из определения легко получить, что
𝐶1𝑉 ′2 = {17
(︁
120*6𝑙−(−1)𝑙
36*6𝑙−(−1)𝑙
)︁
, 17
(︁
180*6𝑙+2*(−1)𝑙
54*6𝑙+2*(−1)𝑙
)︁
, 17
(︁
20*6𝑙+(−1)𝑙
14*6𝑙
)︁
, 17
(︁
30*6𝑙−2*(−1)𝑙
21*6𝑙
)︁
,
( 41 ) , (
3
1 ) , (
2
1 ) , (
1
1 )}.
С другой стороны, легко доказать по индукции по 𝑘, что ∀𝑥, 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z≥0:
𝑀𝑘𝜓1 (
𝑥
𝑦 ) = (
𝑥
𝑦+𝑘𝑥 ) .
Отсюда следует
Лемма 55. 𝐶𝑉 ′ = 𝐶𝑉 ′𝑓 + 𝑝𝑟25(𝐶𝑉 ′𝑜), где 𝐶𝑉 ′𝑓 = 𝐶𝑍′∪𝛽4,
𝐶𝑉 ′𝑜 = {17
(︁
120*6𝑙−(−1)𝑙
(36+120𝑘)*6𝑙−(𝑘+1)*(−1)𝑙
)︁
, 17
(︁
180*6𝑙+2*(−1)𝑙
(54+180𝑘)*6𝑙+2*(𝑘+1)*(−1)𝑙
)︁
,
1
7
(︁
20*6𝑙+(−1)𝑙
(14+20𝑘)*6𝑙+𝑘*(−1)𝑙
)︁
, 17
(︁
30*6𝑙−2*(−1)𝑙
(21+30𝑘)*6𝑙−2𝑘*(−1)𝑙
)︁
,
(︀
4
1+4𝑘
)︀
,
(︀
3
1+3𝑘
)︀
,
(︀
2
1+2𝑘
)︀
,(︀
1
1+𝑘
)︀ |𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0}.
3.14. Нахождение периодов и доказательство теоремы 3
Чтобы найти множество 𝐵𝑐 периодов периодических компонент внешнего биллиарда
вне правильного десятиугольника, достаточно применить лемму 35 к каждому из столб-
цов 𝑤 ∈ 𝐶𝑉 ′ и добавить в 𝐵𝑐, изначально пустое, число 𝑟(𝑤) = 10𝑠(𝑤)НОД(10,𝑡(𝑤)) , где 𝑠(𝑤) =
= (1, 1, 1, 1, 1) * 𝑤, 𝑡(𝑤) = (1, 2, 3, 4, 5) * 𝑤. Найдем 𝑠(𝑤) и 𝑡(𝑤) для всех серий столбцов, встре-
чающихся в 𝐶𝑉 ′ , согласно леммам 54, 55. При подсчете мы используем следующие простые
факты теории чисел:
 ∀𝑎, 𝑏 ∈ Z+: НОД(𝑎, 𝑏) = НОД(7𝑎, 𝑏); следовательно,
∀𝑤 ∈ R5 : НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 𝑡(7𝑤)).
Этот факт позволит нам игнорировать множитель 17 при подсчете НОД-а;
 60 ≡10 1, и ∀𝑙 ∈ Z+: 6𝑙 ≡7 6.
Итак,
 пусть 𝑤 = 17
⎛⎝ 12*6𝑙+2*(−1)𝑙24*6𝑙−3*(−1)𝑙
0
0
0
⎞⎠, 𝑙 ∈ Z≥0.
Тогда 7𝑠(𝑤) = 6𝑙+2 − (−1)𝑙, 7𝑡(𝑤) = (10 * 6𝑙+1 − 4 * (−1)𝑙),
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10,−4(−1)𝑙) = НОД(10, 4) = 2.
Следовательно, 𝑟(𝑤) = 57(6
𝑙+2 − (−1)𝑙).
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 Пусть 𝑤 = 17
⎛⎝ 18*6𝑙−4*(−1)𝑙36*6𝑙+6*(−1)𝑙
0
0
0
⎞⎠, 𝑙 ∈ Z≥0.
Тогда 7𝑠(𝑤) = 9 * 6𝑙+1 + 2 * (−1)𝑙, 7𝑡(𝑤) = (15 * 6𝑙+1 + 8 * (−1)𝑙),
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 90 + 8(−1)𝑙) = НОД(10, 8(−1)𝑙) = НОД(10, 8) = 2;
следовательно, 𝑟(𝑤) = 57(9 * 6𝑙+1 + 2 * (−1)𝑙).
 Пусть 𝑤 = 17
⎛⎝ 006*6𝑙+(−1)𝑙
8*6𝑙−(−1)𝑙
0
⎞⎠, 𝑙 ∈ Z≥0. Тогда 7𝑠(𝑤) = 14 * 6𝑙, 7𝑡(𝑤) = 50 * 6𝑙 − (−1)𝑙,
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10,−(−1)𝑙) = 1; следовательно, 𝑟(𝑤) = 20 * 6𝑙.
 Пусть 𝑤 = 17
⎛⎝ 009*6𝑙−2*(−1)𝑙
12*6𝑙+2*(−1)𝑙
0
⎞⎠, 𝑙 ∈ Z≥0. Тогда 7𝑠(𝑤) = 21 * 6𝑙, 7𝑡(𝑤) = 75 * 6𝑙 + 2 * (−1)𝑙.
Рассмотрим два случая:
– 𝑙 = 0; тогда 7𝑡(𝑤) = 77, НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1, и 𝑟(𝑤) = 30;
– 𝑙 > 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 30 * 6𝑙−1 + 2 * (−1)𝑙) = НОД(10, 2 * (−1)𝑙) = 2,
и 𝑟(𝑤) = 15 * 6𝑙.
 Пусть 𝑤 =
(︃
1
0
0
0
0
)︃
; тогда 𝑠(𝑤) = 1, 𝑡(𝑤) = 1, и 𝑟(𝑤) = 10.
 Пусть 𝑤 =
(︃
0
1
0
0
0
)︃
; тогда 𝑠(𝑤) = 1, 𝑡(𝑤) = 2, и 𝑟(𝑤) = 5.
 Пусть 𝑤 =
(︃
0
0
1
0
0
)︃
; тогда 𝑠(𝑤) = 1, 𝑡(𝑤) = 3, и 𝑟(𝑤) = 10.
 Пусть 𝑤 =
(︃
0
0
0
1
0
)︃
; тогда 𝑠(𝑤) = 1, 𝑡(𝑤) = 4, и 𝑟(𝑤) = 5.
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(17
(︁
120*6𝑙−(−1)𝑙
(36+120𝑘)*6𝑙−(𝑘+1)*(−1)𝑙
)︁
), 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0.
Тогда 7𝑠(𝑤) = (156+120𝑘) * 6𝑙− (𝑘+2) * (−1)𝑙, 7𝑡(𝑤) = (660+600𝑘) * 6𝑙− (5𝑘+9) * (−1)𝑙,
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = (10, 5𝑘 + 9). Рассмотрим два случая:
– 𝑘 = 2𝑚,𝑚 ∈ Z≥0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1, и
𝑟(𝑤) =
10
7
((156+120*2𝑚)*6𝑙−(2𝑚+2)*(−1)𝑙) = 20
7
((78+120𝑚)*6𝑙−(𝑚+1)*(−1)𝑙);
– 𝑘 = 2𝑚+ 1,𝑚 ∈ Z≥0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 2, и
𝑟(𝑤) =
5
7
((276 + 240𝑚) * 6𝑙 − (2𝑚+ 3) * (−1)𝑙).
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(17
(︁
180*6𝑙+2*(−1)𝑙
(54+180𝑘)*6𝑙+2*(𝑘+1)*(−1)𝑙
)︁
), 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0.
Тогда 7𝑠(𝑤) = (234+180𝑘)*6𝑙+(2𝑘+4)*(−1)𝑙, 7𝑡(𝑤) = (990+900𝑘)*6𝑙+(10𝑘+18)*(−1)𝑙,
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 18) = 2;
следовательно, 𝑟(𝑤) = 57((234 + 180𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 4) * (−1)𝑙).
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 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(17
(︁
20*6𝑙+(−1)𝑙
(14+20𝑘)*6𝑙+𝑘*(−1)𝑙
)︁
). 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0.
Тогда 7𝑠(𝑤) = (34 + 20𝑘) * 6𝑙 + (𝑘 + 1) * (−1)𝑙, 7𝑡(𝑤) = (150 + 100𝑘) * 6𝑙 + (5𝑘 + 4) * (−1)𝑙,
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 5𝑘 + 4).
Рассмотрим два случая:
– 𝑘 = 2𝑚,𝑚 ∈ Z≥0;
тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 2, и 𝑟(𝑤) = 57((34 + 40𝑚) * 6𝑙 + (2𝑚+ 1) * (−1)𝑙);
– 𝑘 = 2𝑚+ 1,𝑚 ∈ Z≥0;
тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1, и 𝑟(𝑤) = 107 ((20 + 40𝑚) * 6𝑙 + (2𝑚+ 2) * (−1)𝑙).
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(17
(︁
30*6𝑙−2*(−1)𝑙
(21+30𝑘)*6𝑙−2𝑘*(−1)𝑙
)︁
). 𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0.
Тогда 7𝑠(𝑤) = (51+30𝑘) * 6𝑙− (2𝑘+2) * (−1)𝑙, 7𝑡(𝑤) = (225+150𝑘) * 6𝑙− (10𝑘+8) * (−1)𝑙,
НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 5 * 6𝑙 + 8 * (−1)𝑙).
Рассмотрим два случая:
– 𝑙 = 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1, и 𝑟(𝑤) = 107 (28𝑘 + 49) = 40𝑘 + 70;
– 𝑙 > 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 2, и 𝑟(𝑤) = 57((51 + 30𝑘) * 6𝑙 − (2𝑘 + 2) * (−1)𝑙).
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(
(︀
4
1+4𝑘
)︀
), 𝑘 ≥ 0; тогда 𝑠(𝑤) = 5 + 4𝑘, 𝑡(𝑤) = 20𝑘 + 21, НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1;
следовательно, 𝑟(𝑤) = 40𝑘 + 50.
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(
(︀
3
1+3𝑘
)︀
), 𝑘 ≥ 0;
тогда 𝑠(𝑤) = 4 + 3𝑘, 𝑡(𝑤) = 15𝑘 + 17, НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 5𝑘 + 7).
Рассмотрим два случая:
– 𝑘 = 2𝑚, 𝑚 ≥ 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1, и 𝑟(𝑤) = 30𝑘 + 40 = 60𝑚+ 40;
– 𝑘 = 2𝑚+ 1, 𝑚 ≥ 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 2, и 𝑟(𝑤) = 15𝑘 + 20 = 30𝑚+ 35.
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(
(︀
2
1+2𝑘
)︀
), 𝑘 ≥ 0;
тогда 𝑠(𝑤) = 3 + 2𝑘, 𝑡(𝑤) = 10𝑘+ 13, НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1; следовательно, 𝑟(𝑤) = 20𝑘+ 30.
 Пусть 𝑤 = 𝑝𝑟25(
(︀
1
1+𝑘
)︀
), 𝑘 ≥ 0;
тогда 𝑠(𝑤) = 2 + 𝑘, 𝑡(𝑤) = 5𝑘 + 9, НОД(10, 𝑡(𝑤)) = НОД(10, 5𝑘 + 9).
Рассмотрим два случая:
– 𝑘 = 2𝑚, 𝑚 ≥ 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 1, и 𝑟(𝑤) = 10𝑘 + 20 = 20𝑚+ 20;
– 𝑘 = 2𝑚+ 1, 𝑚 ≥ 0; тогда НОД(10, 𝑡(𝑤)) = 2, и 𝑟(𝑤) = 5𝑘 + 10 = 10𝑚+ 15.
Объединив полученные числа и серии 𝑟(𝑤) и заметив, что числа каждой из серий либо все
четные, либо все нечетные, получаем следующую лемму, являющуюся уточненной версией
теоремы 3.
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Лемма 56. Пусть
𝐵 = {5
7
(6𝑙+2 − (−1)𝑙), 5
7
(9 * 6𝑙+1 + 2 * (−1)𝑙), 20 * 6𝑙, 30, 90 * 6𝑙, 10, 5,
20
7
((78 + 120𝑘) * 6𝑙 − (𝑘 + 1) * (−1)𝑙), 5
7
((276 + 240𝑘) * 6𝑙 − (2𝑚+ 3) * (−1)𝑙),
5
7
((234 + 180𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 4) * (−1)𝑙), 5
7
((34 + 40𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 1) * (−1)𝑙),
10
7
((20 + 40𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 2) * (−1)𝑙), 40𝑘 + 70, 5
7
((306 + 180𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 2) * (−1)𝑙),
40𝑘 + 50, 60𝑘 + 40, 30𝑘 + 35, 20𝑘 + 30, 20𝑘 + 20, 10𝑘 + 15|𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0},
𝐵2 = 𝐵 ∪ {10
7
(6𝑙+2 − (−1)𝑙), 10
7
((276 + 240𝑘) * 6𝑙 − (2𝑘 + 3) * (−1)𝑙),
10
7
((34 + 40𝑘) * 6𝑙 + (2𝑘 + 1) * (−1)𝑙), 60𝑘 + 70, 20𝑘 + 30|𝑘, 𝑙 ∈ Z≥0}.
Тогда 𝐵 и 𝐵2 суть множества периодов периодических компонент и периодических точек
для внешнего биллиарда вне правильного десятиугольника.
Утверждение леммы про 𝐵2 получено с помощью леммы 12.
4. Заключение
В данной работе было проведено полное исследование внешнего биллиарда вне правиль-
ного десятиугольника, завершающее «программу Шварца». Основными наблюдениями, на
которых базируются доказательства теорем, являются леммы 25 и 44, устанавливающие на-
личие самоподобных структур в множествах периодических/апериодических точек вне сто-
ла 𝛾. Самоподобие, возникающее в первой из этих лемм, не случайно; аналогичное свойство
можно доказать для внешнего биллиарда вне правильного 𝑛-угольника для произвольного
четного 𝑛; в случае же нечетного 𝑛, можно установить соответствие между периодически-
ми/апериодическими структурами вне правильных 𝑛- и 2𝑛-угольника (для случая 𝑛 = 5,
такое соответствие описано в [7]). Однако самоподобие, задаваемое леммой 44, таким общим
свойством не является; похожие самоподобия обнаружены лишь для случаев 𝑛 = 5, 10, 8, 12,
причем в последнем случае были задействованы доказательные компьютерные вычисления.
Более того, проведенные Р. Шварцем компьютерные эксперименты [17] показали, что перио-
дические структуры для внешнего биллиарда вне правильного семиугольника обладают суще-
ственно более сложной структурой, нежели случаи 𝑛 = 5, 10, 8, 12; в частности, в этих случаях
периодическая компонента может быть неравносторонним многоугольником. Так или иначе,
проблемы периодичности для правильных 𝑛-угольников, где 𝑛 /∈ {3, 4, 6, 5, 10, 8, 12}, остаются
открытыми.
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